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RECHERCHES  ANALYTIQUES 

SUR 

LA  THKORIE  DES  INOMBKES  PREMIERS 


PREMIÈRE  PARTIE 

LA  FONCTION  Ç (x)  DK  BIEMANN  ET  LES  NOMBRES  RREMIERS  EN  GÉNÉRAL 


CHAPITRE  PREMIER. 

OBJET  DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE  DU  MÉMOIRE. 

RAPPEL  DR  QUELQUES  FORMULES  CONNUES  (*). 

1.  Première  dé/inition  de  la  fonction  'Çfs)-  — La  fonction 
dont  nous  allons  nous  occuper  est  la  fonction  définie  par  les 
relations 


où  la  somme  s'étend  à tous  les  nombres  entiers  naturels,  le 
produit  à tous  les  nombres  premiers  successifs.  Ces  formules 
supposent  que  la  partie  réelle  de  s que  nous  désignerons  par 


{*)  Riemann,  Ueber  die  Anzahl  der  P rim  zahlen  unter  einer  gegebenen  Grosse.  Werke 
(Leipzig,  18B6),  pp.  186  el  suiv.  — Hadamard,  Étude  sur  les  propriétés  des  fonctions 
entières  et  en  particulier  d’une  fonction  considérée  par  Riemann.  Journal  he 
MATHEMATIQUES,  1898. 


1 


— 2 — 


(0\(5)  est  supérieure  à Tunilé.  La  somme  et  le  produit  infini 
sont  alors  absolument  et  uniformément  convergents  pour 
(s)  > 1 -4-  £,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  et 
représentent,  par  conséquent,  une  fonction  uniforme  et  synec- 
tique  de  s pour  iîl  (s)  > i. 

2.  Objet  de  la  première  partie  du  mémoire,  — La  fortnafe 


montre  déjà  que  la  fonction  ^(s)  ne  peut  s’annuler  pour 
(5)  > 1,  car  le  produit  infini  est  convergent  dans  cette 
hypothèse.  Mais  on  ne  peut  pas  en  conclure  que  la  fonction  ne, 
puisse  s’annuler  pour  une  valeur  de  la  forme 


s = 1 -4-  pi 


dans  laquelle  ^(s)=l,  car,  pour  une  valeur  semblable,  la 
série 


étendue  aux  nombres  premiers,  n’est  pas  absolument  conver- 
gente, et  il  devient  difficile  de  reconnaître  si  elle  a une  valeur 
finie.  Dès  lors,  on  ne  peut  affirmer,  sans  démonstration  nouvelle, 
que  le  produit  infini  ne  tend  pas  vers  zéro,  quand  on  fait  tendre 
s vers  une  valeur  de  celle  forme.  A notre  connaissance  même, 
celte  démonstration  n’a  pas  été  faite  jusqu’à  présent.  L’objet 
essentiel  de  cette  partie  du  mémoire  sera  de  la  fournir.  Nous 
établirons  donc  avec  une  entière  rigueur  que  la  fonction  ^ (s) 
n’a  pas  de  .racines  de  la  forme  1 -h  (3i,  et  nous  en  déduirons 
quelques  conséquences  asymptotiques  importantes  pour  la 
théorie  des  nombres  premiers. 

Auparavant,  nous  allons  rappeler  quelques  résultats  bien 
connus  aujourd’hui  et  qui  seront  indispensables  dans  la  suite. 


3.  Expression  de  'C,(s)  pour  <01  (5)  > 0.  — Les  formules  (1) 
ne  sont  valables  que  pour  (^R(5)>  1.  Il  convient  donc  d’en 
trouver  d’autres  capables  de  fournir  le  prolongement  analytique 
de  la  fonction.  On  en  obtient  une  qui  peut  être  utile  (*)  par  le 
raisonnement  très  élémentaire  que  voici  : 

On  a par  une  simple  intégration  par  parties,  portant  sur  dx  : 


1 

(n  -t- 


xdx 

(n 


La  substitution  de  cette  valeur  de  (n  + i)  * dans  l’expression 
de  pour  1,  donne 


t[s)=\ 


1 

(TTTr 


= 1 -4- 


dx 

{n  -4-  x)* 


Cette  expression  se  simplifie,  parce  que  l’on  a 


dx 

[n  -4-  xY 


dx 


et  il  vient  finalement 


La  série  du  second  membre  est  absolument  convergente, 
pourvu  que  (s)  soit  plus  grand  que  zéro.  Le  second  membre 
de  l’équation  (2)  nous  fournit  donc  une  définition  de  i;(s)  appli- 
cable à toute  la  portion  du  plan  située  à droite  de  l’axe  imagi- 


(*)  J’ai  déjà  utilisé  celte  formule  dans  un  mémoire  présenté  récemment  à l’.Vcadémie 
royale  de  Belgique  : Démonstration  simplijiée  du  théorème  de  Dirichlei  sur  la  piuujres- 
sion  ariihmélique. 


naire.  On  peut  en  déduire  immédiatement  plusieurs  conséquences 
importantes  : 

1®  La  fonction  ';;(s)  est  méromorplie  pourc^^  (s)  > 0 et  possède, 
dans  cette  région,  un  pôle  unique  (*t  simple  s = 1; 

2®  Si  l’on  attribue  à s une  valeur  réelle,  positive,  intermédiaire 
entre  zéro  et  un,  le  second  membre  de  l’équation  (2)  sera  négatif 
et  'C(s)  ne  pourra  s’annuler; 

5®  Si  possède  des  racines  dont  la  partie  réelle  est  plus 
grande  que  zéro,  ces  racines  seront  nécessairement  imaginaires 
et  conjuguées  deux  à deux. 

4.  Relation  fonctionnelle  de  Riemann  (*)  et  Schlomilch. 
Définition  de  'C  (s)  pour  Si  (s)  <0.  — La  fonction  'C(s)  satisfait  à 
une  relation  fonctionnelle  qui  constitue  la  propriété  la  plus 
remarquable  de  cette  fonction  et  qui  est  la  suivante  : 


Cette  relation,  comme  le  remarque  Riemann,  peut  s’exprimer 
par  ce  fait  que  la  fonction 


reste  invariable  par  le  changement  de  s en  i — s. 

La  formule  (5)  achève  de  définir  Ç(s)  comme  fonction  uni- 
forme de  s dans  tout  le  plan,  car  elle  exprime  Ç (s)  pour  Si  (s) 
négatif,  en  fonction  de  ^ (s)  pour  cH  (s)  positif,  qui  est  une  fonc- 
tion connue. 

La  formule  (3)  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 


(‘J  Ueber  die  Anzahl  der  Primzahlen  unier  einer  yegebenen  Grosse.  Werke 
(Leipzig,  187(i),  pp.  136  et  suiv. 


et  elle  renferme  des  conséquences  importantes  relatives  aux  zéros 
de  'C^(s).  Le  second  membre  de  la  dernière  équation  devient 
infini  si  s est  égal  à zéro  ou  à un  nombre  pair  négatif  — 2m,  et 
il  ne  le  devient  que  dans  ce  cas.  Donc  si  l’on  suppose  <R(s)  < 0, 
j;(l  — s)  ne  pouvant  s’annuler,  on  voit  que  '^(s)  n’aura  que  des 
racines  réelles  comprises  dans  la  formule 

s — — 2m. 

Nous  les  appellerons  les  racines  réelles  de  i;(s).  En  dehors  de 
celles-là,  toute  racine  de  ^ (s)  devra  être  aussi  une  racine  de 
— s).  Donc  ^ (s)  ne  pourra  plus  avoir  que  des  racines  imagi- 
naires conjuguées  deux  à deux  (n®  3,  3®)  et  dont  la  partie  réelle 
doit  être  comprise  entre  zéro  et  un  (limites  non  exclues  jusqu’à 
présent).  Nous  les  appellerons  les  racines  imaginaires  de  (s)  ei 
nous  y reviendrons  dans  un  instant. 

5.  Définition  de  la  fonction  ^ (/).  — Riemann  ramène  la 
fonction  à une  fonction  plus  simple,  qu’il  désigne  par  J (/). 
Celle-ci  est  holomorphe  dans  toute  l’étendue  du  plan  et  elle  est 
liée  à ^(s)  par  la  relation 


La  fonction  ^ (/)  peut  être  définie  directement,  pour  toute 
valeur  de  t,  par  h formule 


La  formule  (4)  met  aussi  en  pleine  lumière  le  caractère  ana- 
lytique de  C (s)  et  en  fait  connaître  les  principales  propriétés.  Elle 


— 6 — 


nous  montre  que  si  ^ (s)  a des  racines  imaginaires,  elles  doivent 
correspondre  à des  racines  de  J (/).  Cette  formule  ramène  donc 
rétude  des  zéros  de  ^(s)  à celle  des  zéros  de  J (t),  sur  lesquels 
nous  allons  porter  maintenant  notre  attention. 

6.  Existence  des  racines  de  ^ (t).  — La  fonction  ? (/)  possède 
une  infinité  de  racines,  que  Ton  désigne  en  général  par  la  lettre  a 
et  dont  l’existence  a été  mise  hors  de  doute  par  M,  Hadamard 
dans  un  mémoire  fondamental  (*). 

La  formule  (5)  montre  que  5(0  est  une  fonction  paire  de  t; 
par  conséquent,  les  racines  a de  5 (0  seront  deux  à deux  égales 
et  de  signes  contraires.  La  loi  de  croissance  des  modules  de  ces 
racines  est  d’une  extrême  importance.  Cette  loi  soupçonnée  par 
Riemann  a été  rigoureusement  démontrée  par  M.  Hadamard  et 
peut  s’exprimer  comme  il  suit  : 

Supposons  que  l’on  range  les  racines  a (deux  à deux  égales  et 
de  signes  contraires)  par  ordre  de  modules  croissants 

(«1»  — «ij,  («2,  — «a).  •••  («/>»  — «0»  ••• 

et  désignons  par  le  module  de  p^  vérifiera  une  relation  de 
la  forme 


dans  laquelle  k reste  compris  entre  deux  limites  positives  indé- 
pendantes de  p.  On  a,  en  particulier. 


e 

Nous  aurons  à utiliser  ce  résultat,  mais  sous  une  forme  un  peu 
différente.  On  conclut  de  ce  qui  précède  que  la  série 

1 \ 1 

— -4-  — ^ -i-  — -J-... 

mm  m ' 

pi  pi  Pp 


(')  Étude  sur  les  propriétés  des  fonctions  entières  et  en  particulier  d’une  fonction 
considérée  par  Riemann.  JOURNAL  de  mathématiques,  1893. 


étendue  à tous  les  modules  successifs  des  racines  a,  est 
convergente  pourvu  que  l’on  ait  w > 1 (l’égalité  étant  exclue). 
Or  il  est  clair  que  ce  résultat  subsistera  sans  changement,  si  les 
quantités  au  lieu  d’être  les  modules  des  racines  de  ?(<)  repré- 
sentent les  modules  des  racines  correspondantes  de  'C  (s),  car,  ces 
racines  étant  liées  par  la  relation 

1 

s = — h 
2 

leurs  modules  seront  des  quantités  du  même  ordre  de  grandeur. 

7.  Genre  de  la  fonction  Ç (/).  Expressions  de  S [t]  en  produit 
infini  et  de  log  ^(l)  en  série.  — M.  Hadamard  déduit  des  résultats 
précédents  que  la  fonction  i (t)  est  du  genre  zéro  en  t'^,  c’est-à- 
dire  qu’elle  peut  se  développer  en  un  produit  de  facteurs  pri- 
maires 

?(0  = ê{0)n(i  -Q, 

sans  aucun  facteur  exponentiel.  On  sait  d’ailleurs  que  ce  produit 
sera  uniformément  convergent  dans  toute  région  déterminée  du 
plan. 

On  tire  de  l’équation  précédente 
(6)  . . . . log|(i)  = logf(0)  + |log(l-2- 

Nous  avons  intérêt,  pour  simplifier  l’écriture,  à exprimer  le 
second  membre  au  moyen  de  la  variable  s,  et  la  chose  est  facile. 
On  a,  en  effet, 

iog(i-y=iüg  ^ log  (d  - ^) 

= |'log»(a  — 0— logotl]  ^-[logîX— «:  — ()  — logl— a!)  |, 


et,  par  la  substitution 
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cela  se  réduit  à 


Substituons  ce  résultat  dans  la  formule  (6).  Nous  obtiendrons 
le  développement  suivant,  qui  sera  absolument  et  uniformément 
convergent  dans  toute  région  ne  contenant  pas  de  racines  : 


(7) 


logt(0  = C 


log  1 


U 


8.  Expression  correspondante  de  Dlog  'C,  (s).  — Remarquons 
d’abord  que  la  formule  (7)  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus 
simple  et  beaucoup  plus  avantageuse  au  point  de  vue  qui  nous 
occupe.  Les  quantités^^  -4-  — ai^  ne  sont  autre  chose 

que  les  racines  imaginaires  de  C (s).  Dans  toute  la  suite  du 
mémoire,  nous  conviendrons  de  représenter  ces  racines  tout 
simplement  par  la  lettre  p.  La  formule  (7)  peut  alors  s’écrire 

(8)  . . . . logf(()  = C + 2‘‘'s(l  “3’ 

pourvu  que,  dans  cette  somme,  on  range  les  racines  p dans  le 
même  ordre  que  les  racines  a dans  l’équation  (7).  Pour  cela,  il 
suffît  de  les  ranger  par  ordre  de  modules  croissants,  de  manière 
à introduire  simultanément  celles  qui  auraient  le  même  module. 
Revenons  maintenant  à la  formule  (4)  qui  s’écrit  encore 


s — 1 fs  ^ - 

5W=— + ». 

On  en  tiré 

l0gÇ(s)  = ^l0g7r  — logi-^— logT  + l«gê(0. 


9 — 


et,  par  la  formule  (8), 


(9)  . 


5 S ““  'I 

log Ç(s)  = C + - log T — log 

— log  r (^  + 1 j -H  2 'os  (■' 


DilFérentions  cette  équation,  ce  qui  se  fait  sans  difficulté  à 
cause  de  Tuniformité  de  la  convergence.  Jl  vient 


— i 


D log  r ( - -i- 1 


5 -L. 
4*  s — P 


C’est  la  formule  qui  va  jouer  le  rôle  essentiel  dans  notre 
démonstration,  et  il  nous  était  indispensable  de  rappeler  comment 
elle  s’obtient.  La  somme  S du  second  membre  s’étend  à toutes 
les  racines  imaginaires  de  £;(s)  rangées  par  ordre  de  modules 
croissants,  et  il  s’agira  plus  tard  de  prouver  qu’aucune  de  ces 
racines  n’est  de  la  forme  1 -h  (3/. 


9.  Racines  multiples  hypothétiques  de  Ç {s).  — Rien  ne  per- 
met d’affirmer  jusqu’à  présent  que  la  fonction  ^ (s)  n’a  pas  de 
racines  multiples.  S’il  y avait  une  racine  p multiple,  il  faudrait 
dans  la  somme  S de  la  formule  (10)  répéter  le  terme  un 
nombre  de  fois  égal  à l’ordre  de  multiplicité  de  cette  racine. 

On  peut  toutefois  montrer,  dès  à présent,  que  si,  par  impos- 
sible, une  racine  p était  de  la  forme  I -h  (3/,  elle  ne  pourrait  pas 
être  multiple. 

La  formule  (1)  donne,  en  effet,  pour  r!R  («)  > 1, 


Dlog^(6-)-= 


— 1 


V fP y 

^ p"  ^ p*(p*  — 1) 


D’autre  part,  la  théorie  des  fonctions  nous  apprend  que  l’ordre 
de  multiplicité  "k  d’une  racine  p est  égal  à l’expression 

x=  lim(6-  — p)  D lüg!;(i-), 

«P 


qui  se  réduit  par  la  décomposition  précédente,  pour  cR(s)  > I,  à 


A = lim 


Si  p = 1 -H  /3/,  on  aura  donc 


A 


Nous  savons  aussi  que  le  point  s = 1 est  un  pôle  simple  de 
^ (s),  et  que,  par  conséquent. 


Or,  tous  les  termes  de  celte  dernière  somme  sont  les  modules 
des  termes  de  la  somme  qui  intervient  dans  la  valeur  de  X.  Donc 
1 ne  peut  surpasser  cette  somme,  et  comme  celle-ci  est  égale  à 
Tunité,  s = p ne  peut  être  qu’un  zéro  simple. 


CHAPITRE  11. 

CALCUL  ET  PROPRIÉTÉS  DE  PLUSIEURS  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

a-f-fci 

, \ r ds 

§ 1 . — Etude  de  V intégrale  — J y' 

a bi 

10.  L 'intégrale  dont  nous  allons  nous  occuper  dans  le 
paragraphe  actuel  est  bien  connue,  et  ses  propriétés,  quand  b 
tend  vers  l’infini,  sont  une  source  féconde  de  transformations 
analytiques  dont  nous  allons  profiler.  Les  géomètres  qui  les  ont 
utilisées  n’ont  pas  toujours  pris  les  précautions  nécessaires  pour 
ne  laisser  flotter  aucun  doute  sur  l’exactitude  des  résultats  qu’ils 
ont  obtenus.  C’est  ainsi  que  l’on  rencontre  souvent  des  change- 
ments d’ordre  d’intégration,  et  des  intégrations  de  série  terme 


par  terme,  même  entre  des  limites  infinies,  qui  ne  sont  pas  justi- 
fiées, et  dont  la  justification,  parfois  inabordable,  est  souvent  plus 
difficile  que  les  auteurs  ne  semblent  le  su|)poser  (*). 

Afin  de  prévenir  le  même  reproche,  nous  allons,  dans  ce 
paragraphe,  déterminer  les  limites  supérieures  de  l’intégrale  en 
question  dans  différentes  hypothèses  qui  se  présenteront  plus 
tard.  Nous  commencerons  par  la  ramener  à une  autre,  qui  est 
étroitement  liée  à la  théorie  des  séries  de  Fourier  et  dont  les 
propriétés  sont  plus  faciles  à dégager. 


11.  Théorème.  — Désignons  par  s une  variable  imaginaire, 
par  a,  b y des  quantités  réelles,  enfin  par  k une  quantité  réelle 
ou  imaginaire  mais  telle  que  l'on  ait 

<^(tt  H-  A:)  > 0; 

je  dis  qu'on  aura  la  relation 


dt. 


Démonstration,  Posons  la  relation 


a—bi 


ds 

s k 


On  en  tire,  en  différentiant. 


sin  hly 

h 


(*)  Je  vise  tout  particulièrement  ici  l’ouvrage  de  M.  P.  Bachmann,  excellent  à d’autres 
points  de  vue,  Die  anahjtische  Zahlentheorie.  Leipzig,  i894.  — La  thèse  de  M.  Cahen 
Sur  la  fonction  ^ (,v)  de  liiemann  (l’aris,  1894)  soulève  les  mêmes  critiques. 
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Dans  l’hypothèse  faite  sur  a k,  f{0)  — 0;  par  conséquent,  la 
relation  précédente  donnera  par  intégration 


1 r 


J sin  bly 


r''»- 


Enfin,  en  changeant  la  variable  d’intégration  par  la  relation 
ly  = /,  il  vient 


/(.v)  = i/. 


/ Z.  sin  ht  , 

i(» (li^ 


et  cette  équation  équivaut  à l’équation  (1). 


12.  On  déduit  sans  peine  du  second  théorème  de  la  moyenne 
que  l’on  a 


pour  y > 1,  lim 


i r , s sin/>#  , 
im  - / (Il  = 1; 

= 00  T J t 


pour  ^ = i,  lim 


im-  f 

=» 


iy  . , 

, ^ ^ sin  , 1 

t 2 


5" 


lirai  f 

6=00 


pour  y < i, 

On  en  conclut  que  l’on  a aussi 
1"  pour  î/  > 1,  — J" 


. , 

, „ sin  bt  , 

e(«+^)< fil  ^ 0. 

t 


a-h<xi 

1 (Is 

y' 


^Tri  J s -h  k 

a ooi 


a+ûOi 


pour  y = \ 


-.fy’ 


(U 


s k 2 


a+ooi 

1 /'  ,1.1 


C’esl  là  un  résultat  {*)  bien  connu  et  qui  nous  sera  utile,  mais 
qui  s’obtient  plus  aisément  par  un  calcul  de  résidu.  Aussi  ce 
n’est  pas  pour  l’établir  que  nous  avons  fait  la  transformation 
exprimée  par  l’équation  (1).  C’est  bien  plutôt  afin  d’obtenir  des 
limites  supérieures  du  module  de  l’intégrale  quand  b varie.  Ce 
sont  ces  limites  que  nous  allons  chercher  maintenant. 


13.  Théorème.  — Si  a h-  k réel  et  positifs  on  peut  assigner 
au  second  membre  de  Véquaiion  (i),  savoir 


1 

mod  - 
n 


, , /.^.sin  bt 

— 00 


dly 


une  limite  supérieure  indépendante  de  k et  de  b. 

Démonstration,  La  fonction  réelle  e^“'‘'*^'est  constamment 
croissante  avec  t et  l’on  peut  appliquer  à l’intégrale  le  second 
théorème  de  la  moyenne,  de  manière  à faire  sortir  cette  exponen- 
tielle du  signe  d’intégration  (**).  On  aura  donc,  en  désignant  par  ? 


(*)  On  voit  que  nous  considérons  ici  par  définition  ces  nouvelles  intégrales  comme 
étant  la  limite  des  intégrales  prises  entre  les  limites  a — bi,  a -t-  bi  quand  b tend  vers 
l’infini.  Cette  convention  n’est  pas  nécessaire  pour  obtenir  les  résultats  indiqués  ici,  mais 
elle  l’est  pour  toute  la  suite  du  mémoire  et  elle  sera  toujours  observée 

('*)  Ph.  Gilbert,  Cours  d’analyse  (4®  édition,  4892),  n"  816.  Équation  (A).  Le  théorème 
est'celui-ci  : Si  » [x]  est  constamment  croissant,  on  a 


f {x)  [Xj  dx  = f {b  — 


f (x)  dx 


(b>l>  a). 


On  peut  aussi  se  servir  de  la  formule 


f{x)^{x)dx  = f{b  — 


^{x)dx-¥-f{a  H-  0) 


fi 


<p{x)dx, 


qui  donne  ici  le  même  résultat. 

Cette  formule  subsiste  pour  a ou  infini.  Voir  sur  ce  point  : C.  Jordan,  Cours 
d'analyse,  l.  Il,  n®  219  ^2*  édition,  Paris,  4894). 


un  nombre  inconnu  mais  inférieur  à ly^ 


sin  bt 


\ . I /'sin 

- y / - 2/“  / — 

yt  J t J t 

? 

bly 

\ /'sin  t , 

—jy 


et  on  en  conclut 


mod 


ly 

-y-” J"  e<“+‘!‘ 


sin  bt  . I 


K 

sin  t 


, I sii-  - , 

TT 


14.  Théorème.  — Se  a -f-  k ===  a -4-  (3/  est  une  quantité  complexe 
donnée,  et  y une  quantité  réelle  inférieure  à Vunilé  et  qui  tend 
vers  zéro,  on  peut  assigner  au  second  membre  de  Inéquation  (1) 

mod  - f dl 

J t 


une  limite  supérieure  indépendante  de  b,  qui  tend  vers  zéro  avec  y 
et  qui  est  du  même  ordre  que  y“.  On  suppose  dans  ce  théorème  que 
b > P we  peut  pas  tendre  vers  (3  et  que  a est  > 0. 

Démonstration.  Décomposons  Tintégrale  comme  il  suit  : 


ti 

/■ 


sin  6^ 


(H 


sin  bt 


= j e“'(cos  pf  -4-  i sin  6t)  — 

•*y  t 


dt 


e“'[sin(6  -t-  p)t  + sin (6  — fjt]  y 

— 00  —00 

ly 

■*"  r / 6“^[cos(6  — p)<  — cos(6  -4-  p)t]  — 
’ «y  t 


Puisque  !/  est  < i , on  a /?/  < 0.  D’autre  part,  est  une  fonc- 
tion croissante  et  l’on  peut  appliquer  aux  deux  intégrales  réelles 
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du  second  membre  le  second  théorème  de  la  moyenne.  Désignons, 
à cet  eflet,  par  ? et  des  quantités  négatives  inconnues,  on 
pourra  poser,  en  remarqu&Eit  que 


(It  = J [sin(6  |3)  « -4-  sin(6  — P)<]  j 
? 

lu 

î /V  . .1 

’^~y^  I [^os(6  — ^)t  — cos(6 -4- |3)f  I — 
2 ,y  t 

lÿ  (>>-^]ly 

r sin  bt  , If  /^*  A'siiU  ~] 

y e--— ,;<=-2,“|y  y — ^(j 

-00  (A+/3)-^ 

(*  hiy  ii>+r)iy 


(6-^)p  (6+3)^' 


Les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  sont  respec- 
tivement moindres  que 

£ 

sin  t , 

y — 

_ £ 

2 


La  différence  des  deux  suivantes  se  met  sous  la  forme 

{b  fi,ly 


/'eus  l , /^COS  l , 

dt—  J dt. 


On  voit  ainsi  qu’elle  est  inférieure  à 

(6  ■^)ly  (6-^)^''* 

/*  ^ , 6 -4-  S 


quantité  qui  décroît  quand  6>  ^ augmente. 


— i6  — 


Notre  première  intégrale  vérifie  donc  une  relation  de  la  forme 


/*  , sin  bt  , 

/ = Aï/«== 


dans  laquelle  A reste  compris  entre  des  limites  finies  indépen- 
dantes de  b.  On  a donc  aussi 


ly 

I , r , sin  bt  , r r ^ 

-y- '■J  — dt  = [Ay-^-Jÿ"  = My“, 


OÙ  M reste  compris  entre  des  limites  finies  indépendantes  de  6 et 
de  2/,  el  c'est  le  résultat  que  nous  voulions  démontrer. 


15.  Théorème.  — Soient  a e/  y deux  nombres  positifs  donnés 
supérieurs  à V unité , et  soit 

a k ==  (X  àz 

un  nombre  complexe  variable,  dans  lequel  aet  ^ sont  des  nombî^es 
positifs  qui  peuvent  croître  indéfiniment  mais  où.  l'on  suppose 
que  Cf.  ne  peut  pas  tendre  vers  zéro , je  dis  qu'on  peut  assigner  au 
second  membre  de  V équation  (1) 


- 00 


une  limite  supérieure  indépendante  de  b et  de  a.  Cette  limite 
devra  dépendre  de  (3,  mais  ne  devra  pas  être  d'un  ordre  supé- 
rieur fl  (3  (ni  à fortiori  à mod  A-). 

Nous  supposerons  dans  la  démonstration  P précédé  du  signe  -h, 
la  démonstration  étant  la  même  dans  les  deux  cas. 

On  peut  négliger,  dans  la  démonstration,  le  facteur 


— 17  — 


qui  conserve  loujours  une  valeur  finie,  et,  par  conséquent,  se 
borner  à démontrer  le  théorème  pour  l’intégrale 

/'  , . sin  ot  , 

— X 

Pour  faire  celle  démonstration,  nous  décomposons  l’intégrale 
en  plusieurs  autres  vérifiant  séparément  les  conditions  de 
l’énoncé. 

Elle  se  décompose  d’abord  en  deux  autres 


fy 

e 


sin  bt 
cos  Bf (U,  -V-  t 


. sin  bt 
sin  Bt dt. 


La  première  reste  inférieure  à une  limite  assignable  indépen- 
dante de  b et  de  P,  car,  par  la  relation 


!2  cos  pi  sin  bt  ==  sin  (6  -i-  p)  t sin (6  — p]t, 

elle  se  décompose  encore  en  deux  autres  à cliacunc  dcsquelb's  le 
lliéorème  du  n"  13  est  applicable. 

Il  ne  reste  donc  à examiner  tjue  la  seconde  intégrale 


y' 


‘y 

sin  pt 


sin  bt 


dt. 


Choisissons  une  constante  c assez  grande  pour  qu’on  ait 

1 


l/, 


- < 


et  décomposons  l’intégrale  en  trois  autres 

1 I 

f*  ^ f y 


t I 

v,-s,r  V,i~î-C 
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Je  dis  que  chacune  de  ces  trois  intégrales  vérifie  les  conditions 
de  l’énoncé  ; 

Dans  les  deux  intégrales  extrêmes,  on  a constamment 


sin|3fsin6z 


< 


i 


<i/p 


Par  conséquent,  la  première  est  inférieure  à 


/O  ^ [/  Q ^ 

e^‘(ll  < 1^(3  -4-  c - < •> 

or  • a 


et  la  dernière  à 


e^‘dl  < 


1/(3 


Dans  l’intégrale  du  milieu,  on  a 


sin  bt  sin 


et,  par  l’hypothèse  faite  sur  c, 


< 


sin  pt 


<P; 


< eVlS+c  < (>«'?/  7y«; 

donc  cette  intégrale  est  inférieure  à 


y'W-hc 


v'^Tc 


• ?.<r  “/  e^'dl  <'è  f 


i 

V-fÇc 


l 


Ces  trois  dernières  limites  sont  de  l’ordre  de  l/^  par  consé- 
quent le  théorème  est  démontré. 
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a-\-bi 

\ f"  y'às 

2. — Elude  de  l^intéar ale-— . / ^{s)  

(s  — n)  (s  — v) 


16.  Dans  l’élude  que  nous  allons  faire  de  celle  inlégralc,  nous 
admellrons  loujours  que  Ton  a 

cfR(a  — w)  >0,  ^(a  — v)  > 0. 

Celle  hypolhèse  esl  nécessaire,  pour  que  la  condilion  analogue 
exprimée  dans  le  théorème  du  n®  1 1 soit  réalisée  dans  les  appli- 
cations que  nous  allons  avoir  à faire  de  ce  théorème. 

17.  Premier  cas.  'f  (s)  est  une  constante.  — Posons  d’abord 

C étant  une  constante.  On  aura  la  formule  de  décomposition 


C Cl  Ci 

(s  — (s  — v)  U — VS  — U U VS  — V 


En  vue  des  applications  ultérieures,  nous  mettrons  cette  for- 
mule sous  la  forme 


f(^) 

(s  — u)(s  — v) 


?(U)  -1 

U VS  — U 


?(v)  1 

U — V s — V 


et  nous  aurons  ainsi  ; 


/fis) 

a- hi 


y^ds 

(s  — u){s  — v) 


a+bi 


a—  bi 


(i-\-bi 


a - bi 


Cette  relation  se  transforme  par  l’équation  (i)  dans  la  sui 
vante  : 


— io  — 


(2) 


0+6. 


y^ds 


(s  — 1<)(S  — v) 


'J  u)  f/"  I /'  sin  hl 


IÜ2Ï.I  f 

H — V Tl  tJ 


ïiv)’/  1 /■ 

— t)  TtJ 


ly 


,(u-  v)t 


sin  bt 


dt. 


Si  l’on  fait  tendre  b vers  l’infini,  on  aura,  par  les  formules  du 
11“  1 2 ; 


1“  pour  ?/  > 1 


O+QOi 

• hif’'’' 


y'ds 


2"  pour 


0+001 


(s  — lf){s  — v) 
y^ds 


U — V 


{s  - ll){s-v) 


= 0 


18.  Dei!XIfjiecas.  cp(5)esiwne/i’ac/mn  simple. — Posons erisulie 


et  supposons  qu’on  ait  toujours  la  relation  ^(a  -h  k)yO.  On 
aura  la  foirnule  de  décomposition  (on  suppose  ii  et  i;  différents 
de  k) 

i ABC 

• . , , . _ - ■ ■ «4“  ”l~  ■ ) 

(s  +-  k)  [s  — u)(s  — v)  s — U s — V s -t-  k 


les  coefficients  ayant  pour  valeur 


A 


^ ^ f{u) 

(u -h  k)[ii —v)  U — V 


B 


\ 

(v  -f-  k)(v  — u) 


y(«) 

V - U 


\ 

{i(  -+■  k)[v  +-  k) 


D’après  cela,  nous  pourrons  écrire  l’équation 

a-\-  hi 


I 

^Tti 


f /.A  '*  r 

ij  ' {s — ti)(s — v)  U — v’îxij  s — U 

a — ht 

u-\-hi 

f(v)  1 /*  ?yV/.s 

V — U '“27riJ  s — V 


1 C 

[u  k){y-\-  k)  s -h  k 

a hi 

En  transformant  ces  intégrales  par  l’équation  (1),  il  viendra 

i n+hi  hj 

— / fis  — = --  ■■■-  - / 6^“-“)' dt 

TXlJ  (s — m)(S — v)  U — V TC  J t 

a—hi  —00 

* y 

; '!■  W f 1 f „ sin  ht 

(3)  { H / dt 

V — U xJ  l 

— CO 

/,  ^ sin  ht 

^ia+k)C  __ 


y 

{u-i-k){v-\-k)  T, 


Si  l’on  fait  tendre  b vers  l’infini,  on  trouvera  donc  par  les  rela- 
tions du  n®  1 1 : 


pour?/  > 1, 


«-|-00? 

_L  r (c)  _?(«)2/“— yw 

^xij  ^ ^ {s  — u){S 17)  n — 17 

a — oci 

-f- 

[u  -t-  k)  (17  -4-  k' 


Il  y a donc  maintenant  un  terme  de  plus  que  dans  le  cas  pré- 
cédent. 


19.  Si  l’on  fait  en  particulier  /:  = — 1,  dans  la  formule  précé- 


22 


dente,  on  obtiendra,  pour  2/  > 1 » 

a+ooi 

\ P \ y^ds  1 r y*‘  y'’  ~1 

"ÜTtîJ  S — 1 (s  — u)(s  — i;)  Il  — i)\_u — I V — IJ 

a— 002 

-2- I 

{u—  1)(v—  1) 

20.  Combinaison  des  cas  précédents,  — Supposons  maintenant 
que  ^(5)  soit  la  somme  d’une  constante  et  d’un  nombre  limité  de 
fractions  simples,  soit 


Il  est  clair  que  l’on  obtiendra  par  l’application  répétée  des 
formules  de  l’un  des  deux  cas  précédents  à chacun  des  termes 
de  cette  somme 


a+hi  ly 

^ r V I r t sin  6^  , 

— / ? G'î  -r, = dt 

^lnlj  ^ {S—U){S — V)  U — V 'nj  t 


?(%:  1 

V T!  J 


„ si*i  bt  , 

■“>' dl 


y-‘" 


n {n-*-k„)(v  + k 


-f 

n) 


, , , , sin  6« 


Par  conséquent,  si  l’on  fait  tendre  b vers  l’infini,  il  viendra, 
pour  2/ > 1, 


a+oot 

\ P y^ds 

^l-nij  ^ (s  — t/)  (s  — r) 

a -coi 


U — V 


y ’ 


Il  est  bien  entendu  que  dans  cette  formule  on  doit  supposer  n 
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et  V différents  de  k,  et,  en  outre, 

,îR  [u  - u)  >0,  Jl(a  — v)  > 0,  r'R  (a  4-  k,)  > 0. 

21.  Extension  an  cas  où  f(s)  a un  développement  illimité.  — 
Passons  niaintenarit  au  cas  où 


y(.s)  = C -V 


2 7 

n=i 


se  développe  en  une  somme  illimitée  de  fractions  simples.  On 
ne  peut  pas  généraliser,  sans  examen,  les  dernières  formules,  et 
il  faut  étudier  les  choses  d’un  peu  plus  près.  On  peut  cepen- 
dant énoncer  le  théorème  général  suivant  où  l’on  verra  l’utilité 
des  calculs  précédents  : 

Théorème.  — Si  la  quantité^  variable  avec  n,tR(a  -h  k„)  reste 
toujours  comprise  entre  deux  limites  positives  indépendantes  de  n 
(la  limite  zéro  étant  exclue)^  si,  d^ autre  part,  la  série  à termes 
positifs 


est  convergente;  enfin,  si  la  série 


est  uniformément  convergente  dans  toute  région  finie  du  plan  s 
qui  ne  renferme  pas  de  pôles  — k^,  on  aura,  pour  y > i, 


a+ooi 

±r,(s) — ^ 

'“ItiiJ  (s—u)(s  — v) 


u — V 


On  suppose  que  u et  \ ne  sont  pas  des  pôles  et  que  les  relations 
(a  ~ u)  > 0,  (îR  (a  — v)  > 0 sont  vérifiées. 


Démonstration.  A cause  de  runiformité  supposée  de  la  conver- 
gence, on  peut  intégrer  sans  difficulté  la  série  pour  toute  valeur 
finie  de  b.  On  trouve  donc,  comme  dans  le  cas  précédent, 


, sin  bt 


f 


dt 


(s — 


-00 


•00 


Je  dis  maintenant  que,  considérée  comme  fonction  de  6,  la 
série  du  second  membre  converge  uniformément  alors  même 
que  6 peut  croître  indéfiniment. 

Pour  le  montrer,  posons  a -h  t = + ^J.  La  partie  réelle 

variera  entre  des  limites  finies  par  hypothèse  (la  limite  zéro 
étant  exclue).  Par  conséquent,  on  peut  appliquer  le  théorème  du 
n°  i5  : la  quantité 


•00 


ne  pourra  pas  surpasser,  quand  b et  k„  varient,  une  quantité  de 
la  forme 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  une  quantité  de  la  forme 

dans  laquelle  M est  une  constante  donnée.  Notre  série  aura  donc 
tous  ses  termes  moindres  que  ceux  d’une  série  de  la  forme 


— 25  — 


qui  est  absolument  convergente  par  hypothèse  et  dont  les  termes 
ne  dépendent  pas  de  b.  Donc  sa  convergence  uniforme  est 
assurée. 

On  peut  donc  en  toute  rigueur  faire  tendre  b vers  l’infini  et 
passer  à la  limite  dans  chaque  terme.  On  obtient  alors  la  relation 
énoncée  dans  le  théorème  et  celui-ci  est  par  conséquent 
démontré. 

22.  Application.  — Le  théorème  précédent  s’applique,  en 
particulier,  à la  fonction 


dans  laquelle  la  sommation  s’étend  à toutes  les  racines  imagi- 
naires de  la  fonction  '(,{$)  rangées  par  ordre  de  modules  crois- 
sants (n”  8).  En  effet,  toutes  les  racines  p ont  leur  partie  réelle 
comprise  entre  zéro  et  un^  et  par  conséquent,  pourvu  que  l’on 
prenne  a>  1,  la  partie  réelle  ^51  («—A:)  ne  pourra  pas  s’annuler 
et  restera  finie.  D’autre  part,  la  série 


est  convergente  (n"  6).  On  aura  donc,  dans  ce  cas  particulier. 


— V f — 


et  cette  équation  suppose  que  l’on  a 

^ > 1,  a > 1 , (a  — > O,  (a  — r)  > O. 

J1  est  encore  important  de  remarquer  que  dans  la  dernière 
série 

\ — i' — 

f‘{u—p){v  — p) 

la  convergence  esl  absolue,  car  les  termes  de  celte  série  décrois- 
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sent  comme  ceux  de  la  série  qui  est  absolument  convergente. 
Il  n’y  a donc  plus  aucune  attention  à prendre  à l’ordre  dans 
lequel  les  termes  sont  rangés. 


23.  Nouvelle  extension  du  théorème  précédent.  — Soit  F (s) 
une  fonction  entière  du  genre  zéro  ou  du  genre  un.  Désignons  en 
général  par  p,  (i==l,  % ...  n, ...)  les  zéros  de  cette  fonction.  Si  ces 
zéros  P sont  tous  situés  à gauche  d'une  droite  x=h,  et  si  ta  série 


P"' 


est  absolument  convergente.,  on  aura^  pour  a > h, 


a-J-ooi 


/’ü  log  F(s) 


(s  — II)  (s  — v) 


F'ju) 

F(„) 


K (v) 
F (v) 


2 — 

f(u  — P,)  {v  — ft) 


Si  la  fonction  F (s)  est  du  genre  zéro,  on  retombe  immédia- 
tement sur  le  théorème  du  n®  21.  Supposons  donc  que  F (s)  soit 
du  genre  un.  On  peut  poser  par  la  formule  de  Weierstrass 


F(«)  = F(0)e“n  - -jeP', 

et  l’on  sait  que  ce  produit  est  uniformément  convergent  dans 
toute  région  finie  du  plan  s.  Prenons  les  dérivées  logarithmiques, 
il  vient 

F'(s)  ^ il 

F (s)  “ ils -P.  P,  J’ 

et  cette  série  est  uniformément  convergente  dans  toute  région 
ne  contenant  pas  de  racines  p;,  donc,  en  particulier,  pour 

(^(5)5  «• 
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Désignons  par  %(s)  la  somme  des  n premiers  termes  de  la 
série  [supposée  illimitée,  car  on  retomberait  sur  un  théorème 
antérieur  (20)  dans  le  cas  contraire] 


on  aura  sans  difficulté  pour  toute  valeur  finie  de  6,  comme 
au  rj"  20, 


a+.bi 

i y'ds 

^TriJ  [s — u)(s — v) 

a — bi 


rnili)  1 


)!/■ 

V TC  J 


, sin  ht 


V r 


f 


, > s\n‘bt  ^ 

di 


sin  ht 
ilL 

t 


Si  Ton  fait  tendre  n d’abord  vers  l’infini,  (p„(s)  converge  uni- 
formément vers  sa  limite  D log  F (s)  sous  le  signe  d’intégration 
au  premier  membre,  et  il  vient,  sans  difficulté  pour  toute  valeur 
finie  de  b, 


\ . y’^ds  F'(w)  1 

— / DIogF  s ; -d LZ_  / 

TciJ  (s— 'M)(,s — v)  U — V F (u)  xJ 

a~bi  ' 

F-(t,)l  s 

U — V F (ü)  xJ 

— oc 

i r 

f («-p,)(y-p.-)  rj 


, . sin  ht  . 




sin  ht 


dt 


, sin  ht  . 
.dt. 


Si  l’on  fait  maintenant  tendre  b vers  l’infini,  je  dis  que  cette 
dernière  série  converge  uniformément. 
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En  effet,  on  sait  (n®  15)  que  l’expression 


— 00 


dans  laquelle  b et  p,.  varient  et  où  (a  — p.)  ne  peut  tendre  vers 
zéro,  admet  une  limite  supérieure  de  la  forme 


Ml/ mod  Pi 


où  M est  une  constante  indépendante  de  6 et  de  p.  Donc  tous  les 
termes  de  la  série  qui  nous  occupe  sont  inférieurs  en  valeur 
absolue  aux  termes  correspondants  de  la  série 


^ J 

(w  — Pi)  {v  — p,) 


qui  est  absolument  convergente  par  hypothèse  et  dont  les  termes 
ne  dépendent  pas  de  6. 

L’uniformité  de  la  convergence  est  donc  établie,  b variant 
arbitrairement.  Si  on  fait  tendre  b vers  l’infini,  on  peut,  dans  la 
dernière  équation,  passer  rigoureusement  à la  limite  dans 
chaque  terme,  et  l’on  obtient  ainsi  l’équation  qui  figure  dans 
l’énoncé  du  théorème. 

Application.  — On  peut  poser,  dans  le  théorème  précédent, 


1 


F(s) 


Celte  fonction  remplit  toutes  les  conditions  du  théorème  et 
les  zéros  p sont  de  la  forme 


p — — 2m,  [tn  — i,  2, ...). 


On  trouve  ainsi,  en  changeant  les  signes. 
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_ y 1 

(2m  -+-  u)  (2m  v) 


Ceil('  équation  suppose  qu’on  a 

« > 0,  <R  (a  — n)  >0,  ^ («  — V)  > 0. 


^'5.  — Application  des  résultats  précédents  à la  fonclion 
D log  Ç (s). 

24.  Forme  particulière  de  l'intégrale  du  paragraphe  précédent 
pour^{s)  = D log  ^(s).  — Rappelons  la  formule  établie  au  n“  8 : 


l'(s)  lOiÇ  T I 
1)  IdS  Us)  = =-  -5 

' ' 'C[S)  2 5-1 


D los  V 


Appliquons-lui  respectivement  les  formules  des  n®*  17,  19, 
22  et  25,  nous  obtiendrons,  [)our  ^ > 1, 


ce  + oc# 

/'d  loge  (.s)-- 
^TTlJ  (s  — 


yUls 


\ 


{s  — u){s—v)  u — v 


...î» 

e(M) 


y 


(m— 1)  (H— p)(|,  — o) 


2 


.!/■ 


(2m  H-  w)  (2m  -h  v) 


Dans  cette  formule  on  doit  d’abord  supposer  que  u ou  v n’est 
ni  un  pôle  ni  un  zéro  de'(^(s).  On  doit  admettre  que  a est  > 1 et 
supérieur  aux  parties  réelles  de  u et  de  v. 


— SO- 


CS) 


Enfin,  nous  rappellerons  que  y est  une  variable  réelle  positive 
et  plus  grande  que  un,  La  formule  cesserait  d'étre  vraie  dans  le 
cas  contraire  (*). 


25.  Nouvelle  expression  de  la  même  intégrale,  — Nous  allons 
chercher  maintenant  une  autre  expression  de  la  même  intégrale. 
Elle  se  déduit  de  l’expression  de  'C(s)  en  produit  infini  pour 
(01  (s)  > 1 (n”  1).  On  trouve 


D log  i;  (s)  = — V — ^ 

^ ^ P’  — i 

V ^ N* 

ps  2à 


On  en  conclut  sans  difiicullé  pour  toute  valeur  finie  de  6,  et 
pour  «>1, 


-A 

‘27r>J 


a -f  bi 

loî 


y^’ds 


(s — w)(s — v) 


a+bi 


S'»/® 


ds 


])}  {s  — u){s — v) 


a+bi 

a—bi 


On  peut  transformer  les  intégrales  du  second  membre  par 
les  formules  (2)  du  n”  17.  On  y fera  d’abord  ?(s)  = 1,  puis  on 
changera  successivement  y en  (p,  (l^),  ...  Une  quelconque  des 
intégrales  du  second  membre  se  décompose  alors  cornme  il  suit  : 


(*)  La  vérification  de  la  formule  est  facile  en  remarquant  que  le  second  membre  est  la 
somme  des  résidus  de  la  fonction  sous  le  signe  d’intégration,  relatifs  aux  pôles  situés* 
à gauche  de  la  droite  x — a. 
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Lorsque  Ton  fait  tendre  b vers  l’infini,  la  limite  du  second 
membre  de  celle  dernière  équaiion  est  nulle  (n®  H)  pour 
y < p”";  pour  >p”‘,  au  conlraire,  celte  limite  est  égale  à 


Pour  !/=/)’%  celte  limite  serait  encore  différente,  mais  nous 
supposerons  que  y n’est  pas  une  puissance  d’un  nombre  premier. 

Faisons  maintenant  tendre  b vers  l’infini  et  passons  à la  limite. 
Je  dis  que  dans  le  second  membre  de  l’équalion  (3)  on  pourra 
remplacer  chaque  terme  par  sa  limite.  Pour  justifier  cette  asser- 
tion, il  faut  montrer  que  le  second  membre  converge  uniformé- 
ment quand  b varie  de  celte  manière. 

C’est  ce  qui  a lieu.  En  effet,  en  vertu  du  théorème  du  n”  14, 
l’expression 


reste  inférieure,  quel  que  soit  6,  à une  quantité  de  la  forme 


où  M est  une  constante  convenable  indépendante  de  b,  de  p et 
de  m.  On  peut  affirmer  la  même  chose  de  l’intégrale 


a— In 


qui  se  décompose  par  la  formule  (6)  en  deux  expressions  de 
cette  nature.  Donc,  les  termes  du  second  membre  de  l’équa- 
tion (5)  sont  inférieurs  à ceux  d’une  série  de  forme 
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qui  est  absolument  convergente  pour  o > 1,  et  dont  les  termes 
ne  dépendent  pas  de  6.  Donc,  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (5)  est  uniformément  convergent,  comme  nous  voulions 
l’établir. 

On  peut  donc  passer  à la  limite  dans  chaque  terme  de  cette 
équation  et  l’on  trouve 


Pour  rie  pas  compliquer  inutilement  les  formules,  nous  écri- 
rons en  abrégé 


/ k-k  / n / n lnr\ 


Au  second  membi’e,  les  sommes  s’étendent  respectivement 
aux  nombres  premiers  < y,  puis  aux  nombres  premiers  dont  le 
carré  est  < îy,  ...  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  que  les  soiTimes 
s’annulent  d’elles-mêmes. 

26.  Comparaison  des  deux  résultats.  Formule  générale.  — 
En  comparant  ce  dernier  résultat  à celui  du  n®  24,  on  trouve 
l’équation 


(7) 


Les  sommes  du  premier  membre  s’étendent  à toutes  les  puis- 
sances des  nombres  premiers  qui  sont  inférieures  à ?/,  comme 
on  l’a  défini  au  numéro  précédent. 


Celte  équation  a été  établie  en  supposant  que  y n était  pas  une 
puissance  d’un  nombre  premier.  Mais  il  est  facile  de  s’assurer  que 
cette  restriction  peut  disparaître.  Nous  allons  montrer,  en  effet, 
que  les  deux  membres  de  l’équation  sont  des  fondions  continues 
de  y,  pour  t/  > 1. 

Le  second  membre  est  une  fonction  continue  de  y pour  y y \ . 
En  effet,  la  série 


(2m  -+■  u)  (2m  H-  v) 

est  une  série  potentielle  qui  converge  très  rapidement.  D’autre 
part,  la  somme  étendue  aux  racines  p 

y - 

7 («  — p)  (*>  — p) 

a tous  ses  termes  inférieurs  à ceux  de  la  série 
^ ^ _ J 

(“  — p)(i’  — p)' 

qui  est  absolument  convergente,  parce  que  la  série  jouit  de 
cette  propriété.  Donc  la  série  étendue  aux, racines  p (|ui  nous 
intéresse  est  uniformément  convergente  et  a pour  somme  une 
fonction  continue  de  y.  Donc  enfin  le  second  membre  de  l’équa- 
tion est  une  fonction  continue  de  y. 

Le  premier  membre  de  l’équation  est  aussi  une  fonction  con- 
tinue de  V,  car  les  deux  sommes 


présentent  les  mêmes  discontinuités  ; elles  augmentent  brusque- 
ment l’une  et  l’autre  de  Ip  chaque  fois  que  y passe  par  une 
valeur  de  la  forme  p™  égale  à une  puissance  entière  d’un  nombre 
premier.  Donc  ces  discontinuités  se  détruisent  dans  le  premier 
membre  de  l’équation,  qui  reste  continu  pour  toute  valeur  de  q. 

Voici  encore  une  remarque  importante.  Les  quantités  u et  v 
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ont  été  précédemment  assujetties  à certaines  conditions,  mais 
toute  restriction  disparaît  dans  l’équation  (7).  En  effet,  le  second 
membre  est  une  fonction  uniforme  de  u et  de  v dans  toute  l’éten- 
due du  plan  et  il  en  est  de  même  du  premier  membre.  Donc 
l’égalité  doit  subsister  pour  toute  valeur  de  w et  de  v.  On  remar- 
quera de  plus  que  le  premier  membre,  composé  d’un  nombre 
limité  de  termes,  est  holomorphe  dans  toute  l’étendue  du  plan  ; 
donc  toutes  les  discontinuités  apparentes  du  second  membre 
doivent  disparaître  en  se  détruisant  entre  elles.  Il  conviendra 
donc,  pour  les  valeurs  de  w et  de  qui  rendent  discontinus  cer- 
tains termes,  de  modifier  la  disposition  du  second  membre  de 
manière  à mettre  cette  circonstance  capitale  en  pleine  lumière. 
C’est  ce  que  nous  allons  faire  dans  les  cas  particuliers  qui  vont 
suivre. 

27.  Premier  cas  particulier  : v — O.  — Posons  î;  = 0 et  divi- 
sons par  la  formule  (7)  deviendra 


1 2m  (2m  -t-  u) 

Il  ne  faut  pas  oublier  que,  d’après  son  origine  (25), 


2 ip  'p  ^ ip 

m<u  V <v  < 1/  < IJ 


et  les  sommes  du  second  membre  s’étendent  respectivement  aux 
nombres  premiers  qui  sont  < ?/,  puis  à ceux  dont  le  carré  est  < y 
et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  que  les  sommes  s’annulent  d’elles- 
mèmes. 

28.  Deuxième  cas  particulier  :u==\.  — Dans  la  formule  (8) 
du  numéro  précédent,  on  peut  faire  encore  tendre  u vers  l’unité. 
Mais,  pour  les  raisons  indiquées  à la  fin  du  n®  26,  il  convient, 
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avant  de  passer  à la  limite,  de  modifier  la  disposition  des  termes 
du  second  membre. 

On  remarquera  les  relations  suivantes,  dont  la  seconde  s’obtient 
par  l’application  de  la  règle  de  L’Hôpital  : 


y 


U 

I — U 


U 


1 — U 


w*  “ — 1 

lim  ^ lu. 

n=y  \ — U ^ 


En  tenant  compte  de  ces  relations,  l équation  du  numéro  pré- 
cédent devient,  pour  i«=1, 


(9) 


Ip 


2, 

P "■  <!/  r 


1 y Ip  ^ ly  — lim 

y pw^’i 


U ~[  ^ u_;(o) 


P p(p— 0 T2m(2m-t-1) 


29.  Remarques  sur  la  formule  précédente,  — La  formule  que 
nous  venons  d’obtenir  fournit  des  conséquences  asymptotiques 
remarquables,  sur  lesquelles  nous  aurons  à revenir.  Nous  allons 
dès  maintenant  en  signaler  une  qui  nous  sera  utile  un  peu  plus 
loin. 

Si  l’on  fait  tendre  ^ vers  l’infini,  les  termes  du  second  membre 

1 ^'{0)  ^ 

2/  ^0)  ^ m 2m(2m  1) 


tendent  très  rapidement  vers  zéro. 

D’autre  part,  comme  cîR  (p  — 1 ) < 0,  la  somme  | de  ce  second 
membre  converge  plus  rapidement  que  la  série 

1 


qui  est  absolument  convergente;  cette  somme  a donc  une  limite 
supérieure  indépendante  de  y. 

Donc,  dans  le  second  membre  de  l’équation,  il  n’y  a qu’un  seul 
terme  qui  puisse  croître  indéfiniment  avec?/,  c’est  le  terme  ly. 


Dans  le  premier  membre  de  l’équaiion,  le  rapport 

- 2 

y p^y 

eonserve  toujours  une  valeur  voisine  de  l’unité,  eomme  l’a 
montré  M.  Tchebiehef  dans  un  mémoire  célèbre  (*)  et  comme  on 
peut  d’ailleurs  le  voir  plus  facilement  (**).  Il  résulte  de  là,  en 
divisant  toute  l’équation  par  /?/,  que  l’on  aura 

limi  2 - = 

Ce  résultat  est  connu  depuis  longtemps  et  a déjà  été  utilisé 
bien  des  fois.  On  peut  aussi  l’obtenir  d’une  manière  élémentaire. 

30.  Troisième  cas  particulier.  — Cherchons  maintenant  ce 
que  devient  la  formule  du  n°27,  quand  on  fait  tendre  u vers  un 
zéro  imaginaire  simple  de  Ç(s)  que  nous  désignerons  par  p^. 
Commençons  par  isoler  de  la  somme  E le  terme  relatif  à ce 

P 

zéro;  ce  terme  (avec  un  signe  contraire  de  celui  qu’il  a dans 
l’équation)  peut  se  décomposer  comme  il  suit  : 

U — U 

pl(pi Pi(pi  — u)  p,(p,  — u) 

fi  1 y w — 1 

\pi  — il  oj  Pi  Pi — u 

On  remarque  encore  que  l’on  a,  par  la  règle  de  L’Hôpital, 

u — 1 

lim  — = ly\ 

' pi  pi  — u 


(*)  Mémoire  reproduit  dans  le  Cours  d’algèbre  supérieure  de  Serret.  Voir3«  édit.  (1866), 
t.  Il,  p.  212,  formule  (8).  Le  rapport  * Ip  est  représenté  dans  cet  ouvrage  par  (y). 

(“)  ÜACiiiMANN,  Die  analijtische  Zahleniheorie  (Leipzig,  1894),  pp.  861  et  suiv. 
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de  sorte  que  la  formule  du  n®  27  deviendra,  pour 


(10) 


Dans  le  second  membre,  nous  avons  accentué  la  somme  S 

P 

pour  rappeler  que  le  terme  relatif  à pi  en  a été  éliminé  : il 
faudra  se  garder  d’oublier  cette  circonstance  dans  la  suite. 

31.  Combinaison  des  deux  derniers  cas  parlicidiers.  — Si  l’on 
considère  la  dernière  équation,  on  n’y  trouve  que  des  puissances 
de  ijf  à part' un  terme  unique  — ///.  Mais  ce  terme  perturbateur 
peut  être  éliminé,  car  il  se  trouve  en  signe  contraire  dans 
l’équation  (9)  obtenue  précédemment  pour  u = i (n"  28). 

Ajoutons,  à celte  fin,  les  deux  équations  entre  elles,  en  obser- 
vant que  l’on  a 


'K'hi)  U 1 

= 1 -t-lim 

[?'{ 1 w)  ^ 1 1 

1 ~ 1 ~ 1 

u~\\ 

1 

[i;  (1  K)  U J 

1 1 

- 'S 

r<;'(p, -hh)  11 

J{u)  U — Pij 

«J 

nous  trouverons  l’équation  importante 


= 1 — lim 


lim  1 ^ 

^ (1  11)  ç (pi  u) 
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§4.  — Forme  particulière  de  la  dernière  équation  dans  V hypothèse 
(impossible)  d*une  racine  de  la  forme  p = j -h  (3î. 

32.  Forme  particulière  du  second  membre.  — L'équalion  1 1 
du  numéro  précédent  va  servir  de  base  à la  démonstration  de  l’im- 
possibilité d’une  racine  p — i + (3/.  Cette  démonstration  sera 
faite  au  chapitre  suivant.  Mais  l’équation  du  n®  31  est  assez 
compliquée,  et  il  importe  d’en  simplifier  l’écriture,  pour  en 
dégaüjer  ce  qui  sera  essentiel  à la  démonstration. 

Supposons,  par  impossible,  qu’il  y ait  des  racines  p de  la 
forme  1 ■+■  [3*,  et  prenons  pour  p^  l’une  d’elles.  Posons  donc 
implicitement  p^  = 1 -h  (3f  dans  l’équation  du  n®31  et  examinons, 
dans  cette  hypothèse,  comment  se  comporte  le  second  membre 
quand  y augmente  indéfiniment. 

On  trouve  dans  ce  second  membre  : 1®  Une  constante  finie 

pï  u=0  [_^  (1  H-  W)  Ç (pi  -4-  U)J 

2®  Trois  termes  qui  tendent  très  rapidement  vers  zéro  quand 
y augmente,  savoir  : 

\y  y^'^  K (0)  ^ 2m(2m  h-  1)  pif 

3®  Un  terme  purement  périodique 


Pi 


y 


i-Pi 


Pi 


y 


1 — Pi  1 — pi 

4®  Enfin,  deux  sommes  étendues  aux  racines  p qui  sont 

y p(p“Pi) 


"7 - »<»  — 


Dans  ces  sommes,  les  exposants  de  y ne  peuvent  pas  avoir 
(pour  p,,  = l H-  [3f)  leur  partie  réelle  plus  grande  que  zéro.  Ces 
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sommes  convergent  donc  plus  rapidement,  quel  que  soit  y 
(supposé  > 1),  que  les  séries  correspondantes 


2 


1 


pi  2 

^ pip^pi) 


qui  sont  absolument  convergentes  et  dont  les  termes  ne  dépen- 
dent pas  de  y.  Ces  sommes  sont  donc  absolument  et  uniformé- 
ment convergentes,  y variant  sans  restriction.  Nous  pouvons,  par 
conséquent,  les  partager  d’abord  en  deux  autres  : deux  premières 
sommes  que  nous  désignerons  avec  une  lettre  nouvelle  8 poul- 
ies reconnaître  des  précédentes. 


.p-i 


P P {p 


piS'-j 

P P VF  — Pi) 


étendues  à toutes  les  racines  p de  la  forme  1 -f-  [3f  seulement,* 
deux  autres  sommes  analogues  étendues  aux  autres  racines. 

Dans  ces  deux  dernières,  l’exposant  de  y aura  sa  partie  réelle 
négative,  et  tous  les  termes  tendront  sans  exception  vers  zéro 
quand  y tendra  vers  l’infini.  Il  en  sera  de  même  pour  ces  sommes 
elles-mêmes,  à cause  de  l’uniformité  de  la  convergence.  Les 
deux  premières  sommes,  au  contraire,  seront  formées  de  termes 
purement  périodiques. 

En  définitive,  on  peut  partager  le  second  membre  en  trois 
parties  : 

Une  constante  C; 

Une  partie  évanouissante  pour  y infini  : s; 

Une  partie  formée  de  termes  périodiques  : P. 


P = 


pi 


1 - Pi 


,'-Pi  _ 


y 

8 -f 

P p(p 


p-« 


U 


pi  8 


y 


p-Pi 


P pip  — Pi) 


L’équation  du  n“  31  prendra  alors  la  forme 


(12) 


P. 


Dans  l’expression  de  P,  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  la 


— 40  — 


somme  8 s’étend  à toutes  les  racines  p de  la  forme  1 4-  (3/, 
0 

la  somme  8' aux  mêmes  racines,  sauf  pA.  Si  ces  deux  sommes 

P 

renferment  une  infinité  de  termes,  elles  seront  certainement 
absolument  ei  uniformément  convergentes,  comme  les  sommes  S 
d’où  elles  sont  extraites  : c’est  là  un  point  essentiel.  Nous  dirons 
au  chapitre  suivant  qu’une  expression  composée  comme  le 
second  membre  de  notre  équation  est  une  expression  de  la 
forme  L -t-  P,  en  désignant  par  L la  partie  convergente  (C  4-  e) 
et  par  P la  partie  périodique  du  développement. 


33.  Forme  particulière  du  premier  membre.  — Portons  notre 
attention  sur  le  premier  membre  de  l’équation  (12)  que  nous 
venons  d’écrire.  On  y trouve  deux  termes  que  nous  allons 
■ examiner  séparément. 

Le  premier  terme  a pour  valeur,  en  développant  la  somme  E 
(voir  n“  25  à la  fin), 


Rappelons  maintenant  que  p-i  = 1 -h  (3/  et  que,  par  conséquent, 
les  deux  séries 

^ ^ ^ ^ ^ p{p  — 1) 

\!  'V  V fP , 

étendues  à tous  les  nombres  premiers,  sont  absolument  conver- 
. gentes  ; il  en  résultera  immédiatement  que  la  somme 


est  une  quantité  L qui  tend  vers  une  limite  finie  quand  y tend 
vers  l’infini,  et  l’on  pourra  poser 
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la  nouvelle  somme  s’étendant  seulement  aux  nombres  pre- 
miers < y. 

Le  second  terme  du  premier  membre  est  susceptible  d’une 
réduction  analogue.  Eu  égard  à la  relation  pi  = 1 + il  se 
met  d’abord  sous  la  forme  suivante  : 


\w 


y-^‘i 


}>'“<!/ 


Mais  quand  y tend  vers  l’infini,  la  quantité  entre  crochets  se 
réduit  à son  premier  terme,  car  les  autres  peuvent  s’écrire  : 


Cette  somme  tend  visiblement  vers  zéro  quand  y tend  vers 
l’infini,  car  tous  ses  termes  s’obtiennent  en  multipliant  ceux  de 
la  série  absolument  convergente 


par  des  facteurs  tous  nuis  ou  plus  petits  que  un  et  qui  tendent 
tous  vers  zéro  quand  y tend  vers  l’infini. 

En  définitive,  le  second  terme  de  notre  équation  peut  donc 
s’écrire,  le  facteur  imaginaire  (1  + y~^')  étant  essentiellement 
fini, 


où  e est  une  quantité  évanouissante  pour  y infini. 


34.  Forme  définitive  de  U équation  dont  il  faut  démontrer  l’im- 
possibilité. — Remplaçons  dans  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion finale  (12)  du  n"  52  les  deux  termes  du  premier  membre 
par  leurs  nouvelles  expressions  (1 5)  et  (14),  calculées  au  numéro 
précédent.  Puis  faisons  passer  dans  le  second  membre  les  con- 
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stantes  et  les  termes  évanouissanls  pour  y infini.  L’équation 
prendra  la  forme  définitive 


(15) 


pfi 


i 


y y 


2/p  = L + P. 


Dans  celte  équation,  L est  une  quantité  qui  converge  vers  une 
limite  finie  que  nous  n’avons  pas  besoin  de  connaître,  et  P est 
une  série  périodique  absolument  convergente  et  qui  a pour 
valeur  (32)  : 


(16) 


P = 


ÎL 

1 — 


pi 


pi  8' 


y 


^ _ I)  P P 


Le  chapitre  suivant  sera  consacré  à établir  que  l’équation  (15) 
renferme  une  contradiction.  Pour  cela,  nous  avons  d’abord  à 
établir  les  propriétés  générales  des  développements  de  la 
forme  L -f-  P. 


CHAPITRE  III. 

LA  FONCTION  ^ (s)  n’a  PAS  DE  RACINES  DE  LA  FORME  p ==  1 -f-  6/. 


§ 1.  — Propriétés  générales  des  développe nients 
de  la  forme  L h-  P. 

35.  Nous  allons  nous  occuper  pour  le  moment  des  propriétés 
remarquables  de  certains  développements,  propriétés  qui  vont 
jouer  un  rôle  essentiel  dans  la  suite  du  chapitre. 

Désignons  par  ^ [y]  une  fonction  simple  d’une  variable  réelle  y 
représenlable,  pour  toute  valeur  de  y supérieure  à l’unité,  par 
un  développement  de  la  forme 

î>(^)==L  P, 

où  L est  une  quantité  qui  tend  vers  une  limite  finie'  A quand  y 
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tend  vers  Finfini,  tandis  que  P est  une  série  périodique  de  la 
forme 

n 

Quand  P renferme  une  infinité  de  ternies,  on  suppose,  en  outre, 
que  les  séries 

n n 

sont  absolument  convergentes  et  que  les  coefficients  ne  ten- 
dent pas  vers  zéro  quand  n tend  vers  l’infini. 

Cela  posé,  nous  disons  que  L est  la  partie  convergente  du 
développement,  tandis  que  P en  est  la  partie  périodique. 

Lorsqu’une  fonction  cp(iiy)  admettra  un  développement  de  cette 
nature,  nous  dirons  que  9(1/)  est  une  fonction  de  la  forme  L -h  P, 
et  nous  écrirons 

W2/)  = L-f-  P. 

Dans  cette  relation,  les  lettres  L et  P seront  uniquement  rela- 
tives à la  nature  des  développements  et  aucunement  aux  valeurs 
particulières  de  la  partie  convergente  et  de  chacun  des  termes 
de  la  partie  périodique.  C’est  ainsi  que  nous  écrirons  simultané- 
ment 

= L -i-  P,  9(2/)  = L + P, 

sans  exprimer  ainsi  que  9 (y)  et  ^(y)  soient  identiques,  mais  en 
désignant  par  là  seulement  que  f(y)  et  ^ {y)  admettent  des  déve- 
loppements de  même  nature.  Cette  convention  ne  donnera  lieu 
à aucune  obscurité. 

36.  Théorème  I.  — Si  9 (y)  = L -t-  P et  si  (3  est  un  nombre 
quelconquet  on  aura  encore  les  deux  relations 

? [y)  sin  (P^2/)  ==  L -4-  P, 
f (.V)cos  ((3///)  = L + P. 

Démonstration.  La  démonstration  étant  la  même  dans  les  deux 


cas,  nous  établirons  la  première  relation  seulement.  Posons 
réquation  (où  tout  est  déterminé) 


f (.v)  = (A  + e)  2 

Il  peut  se  présenter  deux  cas  : 

i®  S’il  n’y  a pas  de  terme  en  cos  ^ly  dans  la  série,  on  aura 


f (y)  cos  ply  = f cos  ply 

-f-  A cos  fÂy  -+-  2 (««  cos  ajy  sin  ajty)  cos  . 
Mais  à cause  des  décompositions  : 


2 cos  ajy  cos  p/y  = cos  (a„  -+-  p)  ly  cos  (a^  — p)/y, 

"2  sin  ajy  cos  ply  = sin  (a„  -+  p)  ly  sin  — p)/îy , 

la  quantité  entre  crochets  est  encore  une  expression  de  la  forme  P. 
Le  premier  terme  s cos  ^ly,  tendant  vers  zéro  quand  y tend  vers 
l’infini,  est  de  la  forme  L.  Par  conséquent,  le  théorème  est 
démontré. 

2®  Si  le  cosinus  cos  (3/?/  figure  dans  la  série,  celle-ci  contien- 
dra, après  la  multiplication  par  ce  cosinus,  un  seul  terme,  par 
exemple 

6„  cos^  p/^  = ^(i  -4-  cos  2p/y), 

2 


renfermant  le  carré  d’une  ligne  trigonométrique.  En  isolant  ce 
terme,  on  pourra  écrire 


f{y)cosfy= 


cos  p/y 


cos  2p/y  -4-  2 (^*n  cos  aJy  -+-  6„  sin  aJy)  cos 


et  cette  expression  est  encore  de  la  forme  L h-  P. 
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On  remarquera  que  le  nouveau  terme  convergent  a pour 
valeur 

L = — e cos  ply. 


Nous  aurons  besoin  de  ce  résultat  tout  à l’heure. 


37.  Théorème  H.  — 5/  ®(y)=  L h-  P,  on  a aussi 


P. 


Démonstration.  En  remplaçant  les  lignes  trigonométriques 
par  des  exponentielles  imaginaires,  on  peut  mettre  <p(2/)  sous  la 
forme 

? (j/)  = + 2 “2/“'- 


La  série  Sa  est  absolument  convergente  par  hypothèse;  la 
série  Sa^®^'  l’est  donc  uniformément.  Par  suite,  l’intégration 
terme  à terme  ne  peut  soulever  aucune  critique,  et  il  vient, 
G désignant  la  constante  d’intégration, 

\J  Ay)dy  = '-  (c  -.y  (A  + 

Au  second  membre,  le  premier  terme  tend  visiblement  vers  A 
quand  y tend  vers  l’infini;  d’autre  part,  la  nouvelle  série  est  de 
même  nature  que  l’ancienne.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

38.  Théorème  111.  — Si  cp(y)  = L -h  P,  on  a 


Démonstration.  Écrivons,  comme  au  numéro  précédent, 

f (y)  = (A  s) 
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On  peut  intégrer  ternie  à terme  comme  ci- dessus;  donc 


1/ 


dy 

(A 

y 


= (A  -H  f')/y 


Comme  a ne  peut  pas  tendre  vers  zéro  par  hypothèse  (55),  la 
série  est  absolument  convergente  comme  Sa.  La  somme,  au 
second  membre  de  I équation  précédente,  conserve  donc  tou- 
jours une  valeur  finie.  D’autre  part,  i tend  vers  zéro  comme  s. 
Il  vient  donc  à la  limite 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 

39.  Théorème  IV.  — Si  cp(y)==  L -i-  P,  et  si  la  partie  pério- 
dique P renferme  un  terme  tel  que 

a,  cos  (ccjy)  + sin  (ajtj), 


les  deux  coefficients  seront  donnés  par  les  relations 

!l 

\ . dy 


2 lim 

y—oo  ty 


J ?(2/)cos  {'/„<!/)-- 

I ^ d 

b„  = ‘■2  lim  - f f (y)  sin  (a,.<y) 

y=cc  ty  J y 


Démonstration.  Comme  on  Pa  montré  dans  la  démonstration 
du  théorème  I (2®),  cp  (y)  cos  (a,,  ly)  est  une  fonction  de  la 
forme  L H-, P,  dans  laquelle  L a pour  limite  a„.  De  même 
(p(^)sin(a„ ///)  est  une  fonction  de  la  forme  L -4-  P,  dans  laquelle 
L a pour  limite  | Le  théorème  actuel  se  ramène  donc  au 
précédent. 
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40.  Théorème  V.  — Si  cp  (y)  = L -i-  P,  et  si  P n'a  pas  de  terme 
en  cos  (3ly  {ou  en  sin  Ply),  on  aura 


y 


y 


Démonstration.  CoQime  on  la  montré  dans  la  démonstration 
du  théorème  J (1"),  la  fonction  ^ {y)  cos  ((3/^)  est  un(‘  fonction 
de  la  forme  L h-  P,  dans  laquelle  L a pour  limiie  zéro.  La  même 
chose  a lieu  pour  cp(/y)sin  ((3/y/).  Le  théorème  actuel  se  ramène 
donc  encore  au  théorème  III. 

41.  Th  ÉORÊME  VI.  — Si  la  fonction  cp  (y)  peut  être  représentée 
par  un  développement  de  la  forme  L h-  P,  elle  ne  peut  l'être  que 
d'une  seule  manière. 

Démonstration  II  s’agit  d’établir  que  si  l’on  a 


^ = (A  -I-  e)  -r-  2 sio  otjly) 

— (A'  + e')  H-  2 {^n  (“OS  ct'Jly  ■+■  6'  sin  x'Jy), 


les  parties  convergentes  et  les  parties  périodiques  des  deux  déve- 
loppements sont  identiques  terme  pour  terme.  C’est  ce  qui  a lieu 
par  les  théorèmes  précédents. 

D’une  part,  A = A'  en  vertu  du  théorème  III  ; d’autre  part,  les 
parties  périodiques  renfermeront  les  lignes  trigonométriques  des 
mêmes  arcs  avec  les  mêmes  coeflicients,  en  vertu  des  théo- 
rèmes IV  et  V.  C’est  là  ce  qu’exprime  l’énoncé  du  théorème. 

42.  Remarques.  — Les  théorèmes  précédents  vont  servir  à 
démontrer  que  ^ {s)  n’a  pas  de  racines  de  la  forme  1 -h  ^i.  On 
peut  déjà  prévoir  commeru  ce  résultat  sera  atteint.  Nous  mon- 
trerons que  l’hypothèse  d’une  racine  p==I  -t-  [3/  conduit  à expri- 
mer une  mènje  fonction  de  deux  manières  différentes  par  un 
développement  de  la  forme  L h-  P.  Ce  résultat,  contredisant  les 
théorèmes  précédents,  doit  faire  rejeter  l’hypothèse  initiale. 

Naturellement,  l’équation  qui  va  servir  de  point  de  départ  est 
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celle  du  n®  34.  Celle-ci  en  contient  en  réalité  deux  distinctes  par 
la  séparation  des  parties  réelles  et  imaginaires.  On  obtient  de 
cette  manière  deux  développements  de  la  nature  de  <;eux  que 
nous  venons  d’éludier,  savoir  (puisque  p,  = 1 h-  |3/)  ; 


(1)  • 


2“  (l-^cosp//>)—  - 

v<y  P y 

^ Ip  . . sin  Qlu 

2 — — 


cos  ^ly 


2 = L + P, 


2 /p  = L + P. 


Les  valeurs  définies  des  parties  périodiques  P s’obtiennent 
facilement  et  nous  en  aurons  besoin  plus  tard.  Mais  nous  allons 
commencer  par  déduire  des  équations  précédentes  deux  consé- 
quences fondamentales  qui  tiennent  à la  nature  setile  des  déve- 
loppements et  vont  permettre  de  simplifier  davantage  encore  ces 
deux  équations.  Ce  sera  l’objet  du  paragraphe  suivant. 


§ 2.  — Deux  conséquences  des  équations  (\)  du  paragraphe 

précédent. 

43.  Première  conséquence.  - La  somme  étendue  aux  nombres 
premiers  < y 

2 —(  I -4-  cos  ptp) 

ixy  P 

converge  vers  une  limite  finie  quand  y tend  vers  P in  fini. 

Démonstration.  Remarquons  que  (1  -4-  cos  ^Ip)  ne  peut  être 
négatif;  que  dès  lors  la  somme  Z de  l’énoncé  croît  sans  cesse 

p<y 

avec  y,  donc,  de  deux  choses  furie  : ou  bien  cette  somme  tendra 
vers  l’infini  avec  y,  ou  bien  elle  convergera  vers  une  limite  finie 
quand  y tendra  vers  l’infini.  Mais  l’équation 

^ ip  1-4-  cos  àlu  VI  . 

2 — (i  cos  plp) ^ Ip  = L V 

V<y  P y V«J 

prouve  que  cette  somme  ne  peut  pas  croître  indéfiniment,  car 
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L et  P sont  finis  par  leur  nature  même,  et  le  rapport  ^ ^ fp 
conserve  toujours  une  valeur  voisine  de  Tunité,  comme  Ta  montré 
M.  Tchebichef  (n®  29).  Donc  la  somme  en  question  doit  être 
convergente. 

44.  Corollaire  1.  — Si  Von  partage  les  nombres  premiers  en 
deux  classes,  les  nombres  pj  pour  lesquels 

1 -f  cos  plpi  ^ f, 


et  les  nombres  pg  pour  lesquels 

\ H-  cos  Ç,lpi  < f, 

quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  z,  la  somme 


composée  des  seuls  nombres  premiers  pi  convergera  vers  \ine 
limite  finie  quand  on  fera  croître  y indéfiniment. 

Démonstratiofi.  Tous  les  termes  étant  positifs,  il  suffii  de 
montrer  que  la  somme  ne  peut  pas  croître  indéfiniment.  Pour 
cela  on  remarque  rinégalité  évidente 

V — (I  -i-  cas  pi p)  y 2 — (I  cosplpi), 
v<y  P v\<ii  Pi 

parce  que  le  premier  membre  renferme  tous  les  termes  du 
second  plus  d’autres  termes  positifs.  Mais  on  a dans  cette  inéga- 
lité (1  -t-cos(3//)^)  > £;  on  en  tire  donc 

2 - < - 2 ' 

p\<y  Pi  ^ voj  P 

et,  comme  le  second  membre  a une  valeur  finie  pour  y infini 
quelque  petit  que  soit  e,  le  théorème  est  établi. 

i 
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45.  Corollaire  II.  — Si  ron  fait  tendre  y vers  l'infini,  on  a 


lim  - 2 lp{\ 

y=^  y 


cos  plp)  = 0. 


Démonstration,  Si  l’on  met  l’expression  ci-dessus  sous  la  forme 
suivante  : 

1 0 cos  ^Ip), 

v<y  r 

on  reconnaît  que  tous  ses  termes  s’obtiennent  en  multipliant 
les  termes  correspondants  de  la  série  convergente  à termes 
positifs 

2 - (1  cos  p//)), 


étendue  à tous  les  nombres  premiers,  par  des  facteurs  nuis  ou 
de  la  forme  |~j  qui  sont  tous  plus  petits  que  un,  et  qui  tendent 
tous  vers  zéro  quand  y tend  vers  l’infini.  Donc  cette  somme 
tend  vers  zéro  quand  y tend  vers  l’infini. 

46.  Corollaire  III.  — Si  y tend  vers  Vinfini,  on  a aussi 

I 

lim  Ip  \ sin  plp  | = 0. 

y P <y 


Démonstration.  Soit  e un  nombre  positif  arbitrairement  petit 
et  décomposons  la  somme  précédente  en  deux  autres  : l’une 
relative  aux  nombres  premiers  p,  pour  lesquels 

i -4-  cos  p/pi  > £, 

l’autre  aux  nombres  pour  lesquels 

\ -¥■  COS  (3/pa  < E. 

On  aura 

i \ 1 

ip|sinp/pl  = - 2 /pi|sinS/pi| - 2 /pa  1 sin | . 
y p<y  y pi<y  y P'i-<y 
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Dans  le  second  membre,  le  premier  terme  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

Vi  ’ 

et  il  tendra  vers  zéro  quand  y tendra  vers  l’infini,  car  tous  ses 
termes  s’obtiennent  en  multipliant  ceux  de  la  série  convergente 
à termes  positifs  (corollaire  I) 

Pi 

par  des  facteurs  nuis  ou  de  la  forme  qui  sont  tous  plus 

petits  que  wi  et  tendent  tous  vers  zéro  quand  y tend  vers 
l’infini. 

Enfin,  dans  le  second  terme,  on  a 

I sin  I = \/i  -t-  cos  \/  \ — cos  < l/2f , 

et,  par  conséquent,  ce  second  terme  vérifie  l’inégalité 

- V /pü  I sin  pl'ih  1 < \/2£  i 2 

y P2<y  y vz<y 

D’ailleurs,  comme  nous  le  savons,  le  rapport  ^ S lp2  ne  peut 

y P2<y 

pas  surpasser  une  limite  voisine  de  l’unité.  Donc  ce  second  terme 
est  aussi  petit  que  l’on  veut  avec  e. 

Il  résulte  de  là  que  l’expression 

\ 

lim  - 1 sin  plp  [ 

y v<y 

est  aussi  petite  que  l’on  veut  avec  e,  et  est,  par  conséquent, 
rigoureusement  nulle. 


p^  sin  plpi 

y 


47.  Corollaire  IV.  — Si  y tend  vers  Vin  fini,  on  a 


lim 

y =00 


— 'y 

h ;iy  P 


I sin  plp  1 = 0. 
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Démonstration,  Décomposons  les  nonibres  premiers  dans  les 
deux  mêmes  classes  et  p2  qu’au  numéro  précédent.  On  a 


r<ij  r Pioj  f l P2<i/  /'2 


sin  p/ps! 


Quand  //  tend  vers  l’infini,  la  première  somme  du  second  mem- 
bre tend  vers  une  limite  finie  (corollaire  I),  donc  le  quotient  de 
cette  somme  par  ly  aura  pour  limite  zéro.  En  ce  qui  concerne 
la  seconde  somme,  on  peut  poser  les  inégalilés 


1 Ifhi 

hj 


Donc  ce  quotient  est  aussi  petit  que  l’on  veut  avec  £,  car  nous 
avons  démontré  au  n"  29  que  le  rapport  a pour  limite 

l’unité. 

En  résumé  donc,  ie  rapport  dont  il  est  question  dans  l’énoncé 
du  corollaire  décroît  au-dessous  de  toute  limite  donnée 
par  conséquent  pour  limite  zéro. 


48.  Deuxième  co^sÉQUEISCE.  — La  somme  étendue  aux  nombres 
premiers  < y 


2 

v<y 


— sin  plp 
P 


tend  vers  une  limite  déterminée  quand  y tend  vers  l’infini. 

Démonstration.  11  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que  cette 
deuxième  conséquence  est  moins  apparente  que  la  première  et 
que  l’on  ne  peut  plus  établir  que  la  convergence  soit  absolue. 
La  cou  vergence  n’a  lieu  que  quand  les  termes  s’introduisent 
dans  l’ordre  indiqué,  c’est-à-dire  dans  l’ordre  des  nombres  pre- 
miers. Il  est  bien  vrai  sans  doute  que  sin^/p  est  infiniment  petit 
en  même  temps  que  1 -ncosp/p,  mais  il  est  infiniment  petit  de 
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Tordre  de  cos  (3//)  seulement  et  Tordre  de  dccroissnncc  des 

termes  des  deux  sommes 


sin  |3/p 


et 


2 - ( I + cos  p/p) 
P 


n’est  pas  le  même. 

Pour  démontrer  le  théorème,  nous  devons  avoir  de  nouveau 
recours  aux  équations  (1)  du  n®  42.  On  peut  déjà,  dans  la  pre- 
mière, faire  passer  du  premier  au  second  membre  le  terme 


2 — (1  cos(3/p) 
p<v  P 

qui  est  convergent  et  peut  être  compris  dans  la  partie  L du 
second  membre.  Les  équations  (1)  deviennent  alors  plus  sim- 
plement, en  changeant  les  signes, 


cos  [3b/ 


(2) 


y 


2 /p  = L + P, 


sin  Qly  ^ ^ Ip 

— — 5 ^ —«in  S/n  = L P. 

y p<y  poj  P 


Nous  commencerons  par  déduire  de  ces  deux  équations  que  la 
somme  sin  p/p  doit  admettre  un  développement  de  la 
forme  L -4-  P. 

Appliquons,  à cet  effet,  le  théorème  11  du  paragraphe  précé- 
dent, il  viendra  en  intégrant  la  seconde  équation 


(3)  1 / 2 //J  — - fdij  2 - si"  pip 

y Y L y v<\i  J y^  Lp<.'/  p 


= L H-  P. 


Nous  allons  calculer  successivement  ces  deux  intégrales  et 
nous  commencerons  par  la  première.  On  a par  décomposition 


I-  y ix’j  J p«j  y 


(hj. 
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On  remarque,  en  effet,  que  dans  le  second  membre  la  limite 
inférieure  de  l’intégrale  qui  multiplie  Ip  doit  être  p,  car  le  terme 
qui  renferme  Ip  ne  s’introduit  dans  la  somme  qu^à  partir  de  la 
valeur^  En  effectuant  les  intégrations,  on  trouve  donc 


<■/  L y p<y  A P 7i<y 

I 

1 H-  COS  S/w  . 'l  . 

= — “ 2 fi  2 +cosp/j)). 

P v<y  P v<y 


Si  l’on  divise  par  i/,  il  vient  par  le  corollaire  II  (n®  45) 


I 

lim  — 2 /p(l  -f-  cos  plp)  *=  0. 


On  a donc  une  relation  de  la  forme 


(4) 


\ H-  COS  ^ly 

py 


2 

}><y 


Ip  L, 


le  terme  convergent  L tendant  ici  vers  zéro  quand  y tend  vers 
l’infini. 

Mais  si  l’on  remonte  à la  première  des  équations  (2)  du 
numéro  actuel,  on  voit  qu’elle  exprime  que  le  premier  terme  du 
second  membre  de  l’équation  (4)  est  de  la  forme  L -t-  P.  Par 
suite  l’équation  (4)  est  aussi  de  la  forme 


Passons  à la  seconde  intégrale  de  l’équation  (5).  On  a comme 
ci-dessus 


Ip  \ 

(3/p  = 2 — sin  p/p 2 h sin  |3/p. 

ixy  P y i'<y 
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Mais  le  dernier  terme  de  cette  équation  tend  vers  zéro  pour  y 
infini  en  vertu  du  corollaire  III  (n®  46),  il  est  donc  de  la  forme  L, 
et  réquation  elle-même  prend  la  forme 


(6) 


sin 


Remplaçons  dans  l’équation  (3)  les  intégrales  par  leurs  valeurs 
(5)  et  (6)  et  faisons  passer  au  second  membre  les  termes  des 
types  L et  P;  il  vient  un  résultat  de  la  forme 

(7) ^ — sin  = L -f- P. 

p<y  P 

C’est  le  premier  point  que  nous  voulions  établir.  La  démon- 
stration s’achève  maintenant  facilement.  Je  dis  que  la  partie 
périodique  P doit  être  identiquement  nulle. 

Supposons,  en  effet,  qu’elle  renferme  un  terme  tel  que 

a sin  aly. 


Le  coefficient  a sera  donné  par  la  formule  (théor.  IV,  n®  39) 


sin  aly 


sin  aly 


A Ip  P 

= lim  — > — sin  S/n  / 

h fiy  P J 

V 

— — lim  — - ^ [—  (cos  alu  — cos  cdp)  sin  S/pl 


On  en  conclut 


'1  , - '1  ^P 

- mod  a < - Iim  — > — 1 sin  S/p  L 


et  par  conséquent  a est  nul  en  vertu  du  corollaire  IV  (n®  47). 
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On  prouverait  exactement  de  même  que  P ne  peut  pas  renfer- 
mer de  cosinus  et  par  conséquent  Péquation  (7)  doit  se  réduire  à 

2 - 

P 

C’est  la  seconde  conséquence  qu’il  s’agissait  d’établir. 


^5.  — Simplification  définitive  de  U équation  du  w®  J4 
et  contradiction  qui  en  résulte. 


49.  Nous  venons  de  démontrer  dans  le  précédent  paragraphe 
que  les  deux  sommes 


^ —(1  -4-  cos  p/p)  et  'S  — sin  |3/p 
p<y  P v<y  P 

convergent  vers  des  limites  finies  quand  y tend  vers  l’infini.  Il  en 
sera  de  même  pour  la  somme  algébrique 


2 'P  ( ' 

\p 


= 2 -(' 

P<y  P 


COS  ^Ip) 


. Ip 

^ > — sin  Qlp. 
p<y  P 


Donc,  si  nous  nous  reportons  à l’équation  (15)  du  n®  .54,  nous 
reconnaîtrons  qu’il  est  permis  de  faire  passer  du  premier  au 
second  membre  le  premier  terme  qui  est  de  la  forme  L.  On 
obtient  ainsi,  en  changeant  les  signes, 

+ i)  2 = L + P, 

'7  .7  ‘ p<y 


et  P,  ayant  changé  de  signe,  a pour  valeur  (54)  (form.  16) 


4-  g 

P 


p(p  — 1) 


^P-Pi 

pi  S'— V 

P p{p  — pi) 


Dans  l’équation  (8)  on  peut  égaler  séparément  les  parties 


57  - 


réelles  et  imaginaires.  Mais  afin  d’éviter  d’écrire  des  termes  inu- 
tiles, nous  remarquerons  dès  maintenant  que  la  somme 

Î/P-* 

f p(p  — 1) 

est  réelle,  parce  que  les  racines  p sont  conjuguées  deux  à deux 
(n«  3). 

50.  Pour  simplifier  l’écriture,  désignons  avec  les  lettres  ^ 
et  respectivement  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  d’une 
quantité  complexe,  c’est-à-dire  que  l’on  aura,  ueiv  étant  réels, 

^ (w  -r-  iv)  = M,  ^{u  H-  iv)  = i\ 

Cela  posé,  égalons  séparément  les  parties  réelles  et  imaginaires 
des  deux  membres  de  l’équation  (8),  il  viendra,  eu  égard  à la 
remarque  finale  du  numéro  précédent, 


I -4-  COS  Ôly 


sin  (3/^ 


2 = ^ [l-  ^ ,y-P.^8  -.p.8' 

L Pi  P p(p  — »)  P P(p— Pl)J 

p<y  L ' I 


?yP-Pi 

Pi  P p(p  — Pli 


Les  termes  (îRL  et  sont  les  parties  convergentes  des  deux 
développements.  Leur  valeur  peut  se  calculer,  mais  il  est  inutile 
de  les  connaître. 

Je  vais  maintenant  démontrer  que  les  deux  équations  (9)  sont 
en  contradiction  l’une  avec  l’autre. 

Pour  cela,  multiplions  la  seconde  équation  par  dy  et  intégrons, 
en  remarquant  que  par  rapport  à la  variable  réelle  y on  peut 
intégrer  sous  le  signe  r3;  puis  divisons  encore  toute  l’équation 
par?/.  Il  viendra,  en  désignant  par  L'  une  nouvelle  quantité  con- 
vergente quand  y tend  vers  l’infini, 


y 

\ /'  fsin  ply  ^ 

i rA-irl'r 


Pl) 


pi  8' 


y 


p-pi 


P p(p  — pi)  (p  — Pl  0. 
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Mais  nous  avons  déjà  calculé  au  paragraphe  précédent  (n”  48, 
form.  4)  Tintégrale  du  premier  membre.  Nous  avons  trouvé 
(page  54) 


\ -f-  cos  fy 

py 


2 /p  -f-  L. 

v<y 


Remplaçons  donc  l’intégrale  par  sa  valeur  et  multiplions 
réquation  par  (3,  nous  trouverons,  en  désignant  par  L"  une  nou- 
velle quantité  convergente  pour  y infini. 


(10) 


cos  ^ly 


= S^  [l" 


p.) 


2 


P<S'  — 
e p(p 


1 

— pi)(p— pi-*-l)J 


En  vertu  du  théorème  VI  (n°  41),  ce  nouveau  développement 
doit  être  identique  à celui  que  fournit  le  second  membre  de 
la  première  équation  (9).  Or  c’est  ce  qui  est  impossible,  comme 
nous  allons  le  montrer. 

Identifions,  en  effet,  les  deux  parties  périodiques.  Il  vient 


(11) 


= [-(T3p,){2_p,) 


Pi 

Pi 


y 

P p(p  — 1)  P p[p 


,1-pi 


Pi  8' 


y 


P p(p— pi)(p 


p-pi  -1 

Ü 1 

— pi  + iU 


Les  deux  membres,  toutes  réductions  faites,  doivent  être  com- 
posés des  lignes  trigonométriques  des  mêmes  arcs  affectées  des 
mêmes  coefficients.  Cette  identité  de  composition  est  la  seule 
chose  qui  nous  intéresse  pour  le  moment.  Elle  doit  persister  si 
l’on  différentie  les  deux  membres  par  rapport  à y,  sans  qu’il  y ait 
lieu  de  se  demander  si  les  sommes  restent  ou  ne  restent  pas  con- 
vergentes. Muhiplions  donc  l’équation  (11)  qui  précède  par  y, 
différer! tions-la  deux  fois  de  suite  et  multiplions-la  ensuite  par  y. 
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II  viendra,  sans  calcul,  si  Ton  remarque  que  ces  opérations  se  font 
sous  les  signes  et 


02) 


[-(2- 


pi)pi.y 


•-?< 


Sy<‘-' 

? 


Pi  8' 

P 


P — «1 


-+-  1 


'■] 


Je  dis  d^abord  que  l’identité  est  impossible  si  p prend  une 
infinité  (*)  de  valeurs  dans  cette  relation.  Comparons,  en  effet, 
dans  cette  hypothèse,  les  cosinus  qui  figurent  dans  les  deux 
membres.  Dans  le  premier  membre,  les  cosinus  de  la  première 
somme  8 2/^'*  ont  tous  pour  coefficients  -4-  1 ; les  coefficients  des 

P 

cosinus  réels  de  la  seconde  somme  tendent  visiblement  vers  ce 
même  nombre  4-  1 quand  p croît  indéfiniment,  comme  le  montre 
la  décomposition 

P — Pi  H-  4 , Pifi  — ■ Pi) 

P^  ' = (4  -t-  ■*'  — yp-?', 

P P 


dans  laquelle  le  second  terme  est  évanouissant.  Par  conséquent, 
le  premier  membre  renferme  une  infinité  de  cosinus  avec  des 
coefficients  finis.  Dans  le  second  membre,  au  contraire,  tous  les 
coefficients  tendent  vers  zéro  quand  p croît  indéfiniment.  L’éga- 
lité des  coefficients  devient  donc  impossible  à partir  d’un  certain 
rang.  Il  ne  peut  y avoir,  par  conséquent,  qu’un  nombre  limité  de 
valeurs  de  p. 

Mais  j’ajoute,  d’autre  part,  qu’il  est  également  impossible  que 
p ne  prenne  qu’un  nombre  limité  de  valeurs.  En  effet,  dans  ce 
cas,  je  choisirais  pour  p,  la  racine  1 -i-  dans  laquelle  (3  a 
la  plus  grande  valeur  possible.  Cela  posé,  il  y aura  dans  la 
somme  S'  de  chacun  des  deux  membres  de  l’équation  (42)  un 
terme  qui  existera  toujours  et  ne  peut  se  réduire  avec  aucun 
autre  du  même  membre.  C’est  celui  dans  lequel  p = 4 — est 


(*)  Il  ne  faut  pas  oublier  que  p représente  successivement  dans  les  sommes  8 toutes  les 
racines  de  la  forme  1 et  celles-là  seulement.  (Voir  n®  3!2.) 
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le  conjugué  de  p^,  car  p— pi  a,  dans  ce  terme,  une  valeur 
P — p,  = — 2(32  qui  n’est  atteintedans  aueun  autre.  On  doit  donc 
avoir  identiquement,  pour  pj  = I h-  (B/,  p = 1 — (3/, 

P P 

Cette  identité  se  réduit,  pour  ?/  = 1,  à 

I ■+"  Bî  ' \ -4-  Bi 

„5,  ^ 

Mais,  comme  on  a 


\ — 2|3i  = (1  — [3i)  - pi, 


la  dernière  identité  (15)  se  transforme  encore  dans  la  suivante 

*(i 

Enfin,  par  la  relation  <01  (u  -h  iv)  i = — ^{u-h  iv),  on  trouve 

^(i4-po  = o, 

ce  qui  est  absurde.  Donc  Thypothèse  qui  nous  a conduit  à celte 
contradiction  doit  être  rejetée,  et  nous  pouvons  énoncer  ce  théo- 
rème important  : 

51.  Théorème.  — La  fonction  (^(s)  n’a  pas  de  racines  de  la 
forme  \ -h  (3i  et  par  conséquent  tontes  les  racines  de  ^(s)  sans 
exception  ont  leur  partie  réelle  plus  petite  que  l’unité. 
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CHAPITRE  IV. 

Conséquences  asymptotiques  relatives  a la  théorie 

DES  NOMBRES  PREMIERS. 


§ I.  — Expression  asymptotique  de  l'équation  fondamentale 

du  n°  28. 

52.  Revenons,  maintenant  que  nous  sommes  en  possession 
de  connaissances  nouvelles,  à l’équation  du  n®  28, 


(I) 


5 _ 1 S + -^1 

»/,.4  ..='b(«)  «-ij 


^ y<‘-' 


y 


l ) 


Si  Ton  fait  tendre  y vers  l’infini,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà 
remarqué  pour  la  seconde,  les  deux  sommes 


fp(p-i)  é -t- 1) 

convergent  vers  zéro.  La  chose  est  claire  pour  la  seconde,  mais 
elle  est  aussi  rigoureusement  vraie  pour  la  première,  car  dans 
tous  les  termes  sans  exception  p — I a sa  partie  réelle  négative, 
donc  tous  les  termes  convergent  vers  zéro,  et  comme  la  série 
converge  uniformément,  la  somme  de  la  série  doit  aussi  tendre 
vers  zéro.  11  est  bien  certain  que  la  série  converge  uniformé- 
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ment,  car  elle  a tous  ses  termes  moindres  que  la  série  absolu 
ment  convergente 

\ 


dont  les  termes  ne  dépendent  plus  de  y. 

Il  est  utile  toutefois  de  remarquer  que  nous  ne  sommes  pas 
en  étal  d'apprécier  avec  quelle  rapidité  fa  somme 


2 


converge  vers  zéro  quand  y tend  vers  l’infini.  Il  peut  se  faire  que 
cette  somme  converge  vers  zéro  moins  rapidement  qu’aucune 
puissance  négative  de  y.  C’est  ce  qui  arriverait  si  les  racines 
de^(s)  se  rapprochaient  indéfiniment  de  la  droite  æ=l  pour 
des  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  leur  module.  Or  il  n’est 
pas  démontré  jusqu’à  présent  qu’il  en  soit  autrement. 

Quoi  qu’il  en  soit,  en  désignant  par  e une  quantité  qui  tend 
vers  zéro  quand  y augmente  indéfiniment,  nous  pouvons  mettre 
l’équation  (1)  sous  la  forme 


(2) 


2 2 (P  = ty-l-'iim 


(s) 


et  le  second  membre  nous  fournit  la  valeur  asymptotique  du  pre 
mier  quand  y augmente  indéfiniment. 


53.  Cette  équation  (2)  peut  d’ailleurs  se  simplifier.  En  effet, 
la  différence 


^ ip  \ xi? 

)><y  H * p»^<y  r p<y  F v'^<y  r 

v<y  r p^<y  V 


tend  visiblement  vers  zéro  quand  y tend  vers  l’infini. 
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De  même  la  différence 


tend,  par  un  raisonnement  connu  (33),  vers  zéro  quand  2/  tend  vers 
rinfini. 

L’équation  (2)  peut  donc  s’écrire  (en  remarquant  : 


(5) 


— ^ yèy  L^('^) 


Les  nouvelles  sommes  sont  simplement  étendues  maintenant 
aux  nombres  premiers  <?/,  et  s tend  toujours  vers  zéro  pour  y 
infini. 


54.  Nous  allons  encore  montrer  que  la  constante,  indiquée 
sous  forme  de  limite  dans  l’équation  (3), 


n’est  autre  chose  que  la  constante  d’Euler. 

On  a,  pour  s > 1 , 

il  \ ( 

'-2- 

d’où  en  égalant  les  dérivées  logarithmiques 
<2  _ 17, 

K'{s)  2/2 

i 2‘  — 2’ 

1 -t-  . • 

2' 
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On  tire  de  ià 


(^)  . . 


■Ç'{s] 


11 


/.)  4 

— -4-  — 

5 4 


il  11) 


Le  dernier  terme  se  calcule  aisément  par  la  règle  de  L’Hôpital. 
On  a,  pour  s = 1 , 


2*  - I — (s  - I ) -2/2  2^/2  — 2/2 

(s  — 1 ) (2*  — 1 ) “ 2*  - I -4-  {s  — I ; 2*/2 

2*(/2f  /2 

— 2«/w2  ^ 2*/2  + (.s  — i)2*(/2f  "" 


On  peut  aussi  calculer  le  premier  terme.  On  a d’abord  au 
dénominateur 


= 12. 


Pour  caleuler  le  numérateur,  posons  l’identité 


4 ^ ^ 

i }-  — 

2*  5* 


(2nY 


= I 


2V  ^ w* 


2n  , 

fl  ’ 


H vient,  en  différentiant, 


/2 


lô  U 
3*  4‘ 


lin  _ -21^2  \ / 2\y^‘ln 

(!«)■  “ ^ ~ \ ” 2V  ^ 

,rt<  «■ 


Faisons  s = 1 dans  celte  relation,  nous  trouverons  l’équation 


12  n /4 
2 5 4 


lin  "I  ^ /// 

-4-  — = (i> >“• 

M J J 1 i 


2ii 


n 


«+i 


H 


— ()0 


Soit  C la  constante  d'Euler,  on  a les  équations  asymptotiques 
pour  n infiniment  grand 


= In  C 


— dx  — - ~ bd'’2  -r- 


et  en  substituant  ces  valeurs  au  second  membre  de  l’équation 
précédente,  on  trouve 


12  /3 
2 5 


/4 

r 


= Cl2  — 


Tout  est  maintenant  calculé  dans  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (4),  et  cette  équation  nous  donne 

\-r'{s)  I l /2  ,, 

lim 1 1 == 

|_Ç(s)  s— 2 

comme  nous  l’avions  annoncé. 

En  conséquence,  l’équation  (5)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

P<y  H * J v<y 


§2.  — Conséquences  asymptotiques  de  cette  équation. 


66,  Reprenons  l’équation  (5),  où  C est  la  constante  d’Euler, 


(5) 


jxy  H ' U p<y 


multiplions-Ia  par  dy,  puis  intégrons  les  deux  membres  et  divi- 
sons par  ?y,  on  aura,  en  désignant  par  e'  une  quantité  qui  tend 
vers  zéro  comme  s quand  y tend  vers  l’infini, 


5 


Calculons  la  première  de  ces  intégrales,  on  trouve 


1 r,iyS  = f'ày='^ 

yj  ■ 1 2/,4p  — 1./  ,<vP— I 

1 P 


i'?  P 


/p 


/p 


p<y 


p-1 


y v<y 


i-e  _jP_. 
vhp-' 


On  remarque  que  de  l’ordre  de  ly  à cause  de 

l’équation  (S),  le  dernier  terme  ^ tend  vers  zéro  quand  y 

croît  indéfiniment.  D’autre  part,  les  deux  termes  précédents  sont 
ceux  du  premier  membre  de  l’équation  (5);  en  leur  substituant 
leur  valeur  donnée  par  cette  équation,  on  trouve  donc 


(7)  . . 


= ly  — C — 1 -4-  f. 


L’intégrale  du  second  membre  de  l’équation  (6)  se  calcule 
aussi  sans  difficulté  : 


y 


l/équation  (6)  se  réduira  donc,  en  substituant  ces  valeurs  (7)  et 
(8),  en  supprimant  les  termes  communs  dans  les  deux  membres 
et  en  changeant  les  signes,  à la  suivante  : 


£ tendant  vers  zéro  quand  y tend  vers  l’infini. 


56.  Nous  allons  déduire  maintenant  de  l’équation  (9)  que  le 
rapport 

tend  vers  l’unité  quand  y tend  vers  l’infini. 
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En  changeant,  pour  plus  de  clarté,  la  variable  d’intégration, 
lequation  (9)  peut  s’écrire 


Soit  k un  nombre  positif  donné,  indépendant  de  ?/  et  arbitraire- 
ment petit.  Changeons  y en  (1  -f-  k)y  dans  l’équation  précédente, 
et  désignons  par  z'  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  y tend 
vers  l’infini,  on  aura 


0(1 


k)ij. 


On  soustrait  de  cette  équation  celle  qui  la  précède  et  l’on  trouve 


'(Ix 


/dx  ^ 

— Z /,ÿ  -t-  cy  -H  £'  ( I -H  k)y, 

nc.r 


et  en  divisant  par  ky 


y 


£ -4-  f'(i 
k 


Faisons  maintenant  tendre  y vers  l’infini,  & et  e'  tendent  vers 
zéro,  et  il  vient,  quelque  petit  que  soit  A, 


{i+*)ÿ 


Remarquons  que  la  fonction  Ip  est  constamment  constante 
ou  croissante  sous  le  signe  d’intégration  et  que  l’on  a,  par  suite, 
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les  inégalités 


(l+k'y 


(l+k'y 


(l  + % 


p<[\+k)y 


y 


y 


Par  conséquent,  si  Ton  fait  tendre  ij  vers  l’infini,  on  aura,  sans 
présupposer  l’existence  d’une  limite  déterminée  (les  inégalités 
pouvant  n’étre  que  des  limites  d’indétermination). 


D’ailleurs  on  peut  changer  y en  dans  la  seconde  inégalité 
et  l’on  trouve,  par  la  combinaison  des  deux  inégalités, 


k 


(1  H-  k)l{\ 


Dans  ces  relations,  k est  aussi  petit  que  Ton  veut;  on  peut  le 
faire  tendre  vers  zéro,  et  les  deux  membres  extrêmes  tendent 
alors  vers  l’unité.  On  a par  conséquent 


et  l’existence  de  la  limite  est  en  même  temps  démontrée. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  important  dont  la 
démonstration  rigoureuse  n’avait  pas  encore  été  obtenue  jusqu’à 
présent  (*)  : 


(*)  Le  résultat  a été  afliirmé  sans  démonstration  par  M.  Stieltjks.  — M.  Cahen  a essayé 
de  l'établir  dans  sa  Thèse  de  1894,  mais  il  y a une  lacune  dans  sa  démonstration.  M.  Calien 
affirme  (au  bas  de  la  page  4i)  la  convergence  d’une  série  dont  tous  les  termes  s’obtiennent 
en  intégrant  tous  les  termes  d’une  série  convergente  entre  des  limites  infinies.  La  conver- 
gence de  cetle  série  ne  repose  sur  rien  et  serait  beaucoup  plus  difficile  à démontrer  (pic 
le  théorème  que  M.  Cahen  veut  établir. 
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Théorème.  — La  somme  des  logarithmes  naturels  des  nombres 
premiers  inférieurs  à y est  asymptotique  à y quand  y tend  vers 
rinfini. 

(]e  théorème  en  donne  immédiatement  un  autre,  déjà  énoncé 
mais  non  démontré  jusqu’à  présent. 

Théorème.  — Quelque  petit  que  soit  k,  le  nombre  des  nombres 
premiers  compris  entre  y et  (1  H-  k)  y augmente  indé/iniment 
avec  y. 


57.  Les  résultats  trouvés  au  numéro  précédent  vont  nous 
fournir  une  nouvelle  loi  asymptotique  peut-être  pins  curieuse 
encore.  Revenons  à l’équation  (5)  écrite  en  tête  du  n°  55.  On 
peut  y supprimer  respectivement  dans  les  deux  membres  les  deux 
termes 


-"S  Ip  et  — 1, 

y7i.j 


(|ui  se  détruisent  à la  limite,  de  telle  sorte  que  cette  équation  se 
réduit  à la  relation 


= ///  — C -t- 


de  là  le  théorème  remarquable  que  voici  : 

Théorème.  — La  di/fcrence  des  deux  quantités  indéfiniment 
croissantes 


^y  — 


a pour  limite  la  constante  d'Euler  quand  y tend  vers  Vinfini. 

Ce  théorème  appelle  un  rapprochement.  Formons  les  diffé- 
rences 


]}<!/  P 1 n 


n<ij 


la  somme  s’étendant  dans  la  première  aux  nombres  premiers  et 
dans  la  seconde  aux  nombres  naturels,  on  voit  que  ces  deux  diffé- 
rences ont  la  même  valeur  asymptotique,  la  constante  d’Euler, 
quand  on  fait  tendre  y vers  l’infini. 


5. 
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APPENDICE  A LA  PREMIÈRE  PARTIE. 


Réflexions  applicables  a une  formule  donnée  par  Riemann. 


Rappelons  d’abord  la  formule  de  Riemann,  donl  on  se  serl  pour 
exprimer  combien  il  y a de  nombres  premiers  inférieurs  à une  limite 
donnée 


f\x)  = Lf(x)  -F-  Lf 

a 


dx 

xlogx 


logttO). 


La  fonction  /'(x)  de  cette  formule  est  définie  par  l’équation 


où  F(x)  désigne  combien  il  y a de  nombres  premiers  inférieurs  à x.  La 
somme  2 s’étend  à toutes  les  racines  a de  associées  deux  à deux. 

a ^ ' 

Certains  auteurs  ont  cru  trouver  dans  ces  derniers  temps  (*)  une 
démonstration  plus  ou  moins  indirecte  de  cette  formule.  On  nous 
permettra  à cette  occasion  de  faire  ici  quelques  réflexions  qui  ne 
seront  peut-être  pas  sans  importance. 

Seulement,  au  lieu  de  raisonner  sur  la  formule  de  Riemann,  qui  ne 
figure  pas  dans  notre  Mémoire,  nous  allons  raisonner  sur  une  for- 
mule plus  simple,  qui  est  entièrement  de  même  nature,  donne  lieu 


{*)  La  dernière  tentative  est  due  à M.  von  Mangoldt  : Auszug  aux  einer  Arbeit  unier 
dern  Titel:  Zu  Riemann’ s Abhandlung,  über  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer 
fjegebenen  Grosse,  Sitzungsberichte  üer  Künig.  Preuss.  Akauemie  der  Wiss.  zu  Berlin, 
t.  XXXVt,  4894. 

Il  y a,  dans  cette  démonstration,  une  erreur  irrémédiable.  M.  von  Mangoldt  admet  (en 
haut  de  la  page  892,  p.  40  de  l’extrait)  qu’une  somme  d’un  nombre  H de  termes,  qui  ten- 
dent vers  zéro,  tend  aussi  vers  zéro.  Mais,  en  même  temps  H augmente  indéfiniment,  ce 
que  l’auteur  paraît  oublier.  — L’article  de  M.  von  Mangoldt  vient  d’être  traduit  par 
M.  Laugel  dans  les  Annales  de  l’École  normale  sudérieure.  t.  XIII,  4896. 


— 71 


aux  mêmes  difficultés  et  représenterait  comme  celle  de  Riemann  une 
fonction  discontinue. 

Pour  obtenir  cette  formule,  supposons  qu’il  soit  permis  de  dififé- 
renlier  l’équation  du  n®  28  pour  une  valeur  de  y différente  d’un 
nombre  premier  ou  d’une  puissance  d’un  nombre  premier.  Les 
sommes  devront  être  traitées  comme  des  constantes, et  en  multipliant 
ensuite  [)ar  y,  on  trouvera  l’équation 


1 , 'I 

(2)  . . - 5 ^ 

y Ay 


2 


On  sait  d’ailleurs  que  la  valeur  asymptotique  du  premier  membre 
est  l’unité,  premier  terme  du  second  membre,  mais  cela  ne  résulte 
pas  de  celte  relation. 


Je  vais  faire  sur  cette  équation  quelques  remarques  applicables  sans 
changement  à la  formule  de  Riemann  et  à d’autres  du  même  genre 
qui  représentent  ou  devraient  représenter  des  fonctions  discontinues. 

Le  second  membre  de  la  formule  (2)  renferme  une  série  qui  n’est 
pas  absolument  convergente,  savoir 


{•>) 


parce  qu’il  résulte  de  la  loi  de  croissance  des  racines  p que  la  série 


mod  - 

P 

a une  valeur  infinie.  Dès  lors,  si  la  série  (3)  est  convergente,  celte 
convergence  est  due  aux  changements  de  signes  de  ses  termes,  et  sa 
valeur  dépend  de  l’ordre  dans  lequel  ses  termes  sont  rangés.  On  peut 
tirer  de  là  la  conséquence  suivante  : 

Toute  appréciation  de  l’ordre  de  grandeur  de  la  série  supposée 
convergente 

P 

tirée  do  la  considération  de  la  série  elle-même,  est  dépourvue  de 
valeur,  si  elle  ne  tient  pas  compte  de  l’ordre  dans  lequel  les  termes 
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sont  rangés,  et  si  elle  ne  repose  pas  sur  une  connaissance  précise 
des  valeurs  successives  des  racines  p,  valeurs  qui  déterminent  les 
changements  de  signes  des  termes  de  la  série.  Or  l’obscurité  qui 
enveloppe  ces  racines  est  impénétrable  à l’heure  actuelle,  et  rend, 
par  conséquent,  toute  tentative  d’évaluation  impossible.  Il  résulte  de 
là  qu’alors  même  qu’on  admettrait  que  la  série 


est  convergente  et  que  l'équation  (2)  est  exacte,  celle  équation  serait 
pratiquement  chimérique  et  il  n’y  aurait  rien  à en  conclure. 

Mais  nous  avons  supposé  ici  gratuitement  rcxaclilude  de  la  for- 
mule (2).  Pour  que  la  dérivation  qui  l’a  fournie  fût  légitime,  il  faudrait 
pouvoir  démontrer  que  la  série  (5)  converge  uniformément  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  considérée  de  Pour  se  rendre  compte  de  la 
difficulté  contre  laquelle  toute  tentative  de  démonstration  va  venir  se 
heurter,  il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (2).  On  y trouve  une  fonction  discontinue  qui  change  brusque- 
ment de  valeur  quand  y devient  égal  à une  puissance  d’un  nombre 
premier.  11  résulte  de  là  que  si  la  formule  (2)  est  exacte,  la  série 


ne  peut  converger  uniformément  que  dans  les  intervalles  de  ces 
puissances.  Donc  toute  preuve  de  runiformité  de  la  convergence 
devra  commencer  par  se  restreindre  à ces  intervalles,  dont  la  loi  nous 
est  aujourd’hui  complètement  inconnue. 

On  répondra  peut-être  à cette  objection  qu’on  peut  démontrer  la 
formule  par  une  autre  voie,  sans  devoir  se  baser  sur  l’uniformité  de 
la  série  (3). 

Il  y a,  en  effet,  deux  manières  encore  de  démontrer  la  formule  (2) 
ou  les  formules  analogues. 

La  {)remièrc  consiste  à considérer  la  série  (3)  comme  limite  d’une 
somme  (certainement  convergente) 


2 
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dont  les  termes  Up  (t/,  m)  dépendent  d’un  paramètre  variable  m et 
tendent  respectivement  vers  ceux  de  la  série  (3)  quand  m tend  vers 
une  certaine  limite,  par  exemple  a Le  nombre  des  termes  de  la 
somme  S peut  cire  illimité  quel  que  soit  m,  ou  seulement  croître 
indéfiniment  quand  m tend  vers  a.  Au  fond,  cela  revient  au  merne. 
Dans  les  deux  cas,  pour  que  le  passage  à la  limite  fût  rigoureux,  il 
faudrait  pouvoir  établir,  d’une  manière  ou  d’une  autre,  le  point  sui- 
vant : 

Si  l’on  partage  la  somme  en  deux  parties 

n 00 

p=i  p=»+* 

l’une  bornée  aux  n premiers  termes,  l’autre  étendue  à tous  les  termes 
suivants,  il  faudra  pouvoir  prendre  n assez  grand  pour  que  la  seconde 
somme  soit  aussi  petite  que  l’on  veut,  quel  que  soit  m,  au  moins  dans 
le  voisinage  de  m — a.  Cette  démonstration  est  certainement  impos- 
sible, si  on  laisse  y indéterminé.  En  effet,  quelque  grand  que  soit  n, 
la  somme 

00 

2 “?(*/>'«) 

p=n 

admettra,^  et  m variant,  toutes  les  mêmes  discontinuités  que  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  (2).  On  retombe  donc  au  fond  sur  la  même 
difiiculté  que  tout  à l'heure. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu’une  seule  méthode,  la  seule,  croyons-nous, 
qui  ne  soit  pas  irréalisable,  c’est  de  sommer  directement  la  série.  C’est 
ainsi  que  l’on  procède  pour  démontrer  la  convergence  des  séries  de 
Fourier.  Que  l’on  songe  maintenant  aux  difficultés  que  l’on  rencontre 
déjà  dans  la  théorie  de  cette  série  où  la  loi  de  formation  des  termes 
périodiques  est  la  plus  simple  qu’il  soit  possible  d’imaginer,  on  sera 
tenté  de  se  dire  qu’alors  meme  que  l’on  aurait  la  connaissance  exacte 
de  la  composition  des  termes  de  la  série  (5),  le  problème  de  sommer 
cette  série  pourrait  encore  se  heurtera  des  difficultés  insurmontables. 
Que  faut-il  en  penser  tant  que  la  loi  de  formation  des  termes  est 
inconnue  ? 

Enfin,  le  rapprochement  avec  la  série  de  Fourier  appelle  une  der- 
nière remarque  On  sait  (]iie  la  série  de  Fourier  peut  servir  par  un 
choix  convenable  de  ses  eocITieienls  à la  représentation  d’une  fonction 
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arbitraire  Or  la  série  (5),  comme  aussi  la  série  de  Riemarin  écrite 
plus  haut,  comme  toutes  les  séries  analogues,  n’est  au  fond  qu’une 
série  trigonométrique  dont  les  éléments  nous  sont  inconnus.  Quelle 
lumière  peut-on  espérer  tirer  d’une  pareille  représentation? 

La  seule  conclusion  qu’il  y ait  à tirer  de  là,  c’est  que  la  preuve  de 
la  formule  de  Riemann  parait  être  actuellement  au-dessus  de  toutes 
les  ressources  de  l’analyse. 


RECHERCHES  ANALYTIQUES 


SUR 

LA  THÉORIE  DES  NOMBRES  PREMIERS 


DEUXrÈME  PARTIE 

LES  FONCTIONS  DE  DIRIOHLET  ET  LES  NOMBEES  PEEMIEKS  DE  LA  FORME 
LINÉAIRE  Mx  + ^ (*). 


CHAPITRE  PREMIER. 

QUESTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

§ 1.  — Définition  et  propriétés  des  fonctions  x) 
et 

1.  On  a déjà  indiqué  plusieurs  méthodes  différentes  pour 
démontrer  les  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  ^(s)  de 
Riemann  et  des  fonctions  qui  s’y  rattachent.  On  les  déduit  soit 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  soit  de  la  théorie  des 


(*)  La  deuxième  et  la  troisième  partie  du  Mémoire  ont  été  présentées  à la  Société  dans  la 
séance  du  16  avril  1896.  Une  analyse  détaillée  en  a paru  dans  le  Bulletin  (session  du 
29  octobre  1896).  Depuis  lors  M.  Haclamard  a publié  des  recherches  sur  le  même  sujet 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (t.  XXIV,  1896,  dernier  fascicule). 
Il  trouve  par  une  méthode  différente  la  plupart  des  résultats  nouveaux  qui  se  trouvaient 
dans  notre  travail.  L’intérêt  de  nos  recherches  ne  disparaît  pas  cependant  tout  entier; 
nous  entrons  dans  le  détail  des  démonstrations  que  M.  Hadamard  a supprimées  et  nous 
établissons  des  formules  plus  générales  que  les  siennes.  Par  contre,  M.  Hadamard  sim- 
plifie beaucoup  sur  un  point  une  des  démonstrations  de  notre  première  partie,  nous  avons 
cru  devoir  profiter  de  cette  simplification  (voir  la  note  à la  fin  de  la  troisième  partie  du 
Mémoire'. 
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résidus  des  intégrales  définies.  Cependant  aucune  de  ces 
méthodes  ne  nous  paraît  rattacher  ces  propriétés  à leur  point  de 
départ  le  plus  naturel.  Les  recherches  que  nous  avons  faites  nous 
ont  conduit  a en  trouver  une  nouvelle,  qui,  tout  en  étant  tout 
aussi  rigoureuse,  a sur  les  précédentes  l’avantage  de  la  simpli- 
cité. C’est  cette  méthode  que  nous  allons  faire  connaître. 

2.  Nous  prendrons,  comme  point  de  départ,  la  valeur  d’une 
intégrale  définie  célèbre  et  qui  joue  un  rôle  important  en  phy- 
sique mathématique.  Désignons  par  a > 0 et  A:  deux  constantes 
réelles;  cette  intégrale  est  la  suivante  (*)  : 

i 

cos  (^kitx)  dx  = — ^ e ® . 

— CO  ^ 

Dans  le  second  membre,  il  n’y  a aucune  ambiguïté  sur  la 
valeur  du  radical  l^a  qui  est  pris  positivement. 


3.  Définition  de  (a,  x)  et  développement  en  série  trigono- 
métrique.  — Nous  définirons  cette  fonction  par  la  relation 

»=+00 

(1) f.(a,œ)=  y 

On  suppose  a et  x réels  et  æ > 0 : la  série  étendue  à toutes 
les  valeurs  positives  et  négatives  de  n est  alors  absolument  con- 
vergente et  a visiblement  pour  somme  une  fonction  périodique 
de  a dont  la  période  est  l’unité.  Cette  fonction  est  donc  dévelop- 
pable, pour  toute  valeur  réelle  de  a,  en  série  trigonométrique  de 
la  forme 


fl  (a,  x)  = -ao 


üi  cos 


ük  COS  â/cTTa  + 


ne  renfermant  pas  de  sinus.  Les  coefficients  auront  pour  valeur 


cos  i^kito^doL. 


[*)  C.  JoKDAN,  Cours  d'analyse,  t.  II,  2«  édit.,  4894,  n»  272. 
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Ces  coefficients  s’expriment  donc  d’abord  par  une  somme 
d’intégrales  définies.  Mais  ces  sommes  se  ramènent  immédiate- 
ment à une  intégrale  unique,  savoir  ; 


«0 


O 


»+co  2 

dot  = 

l/ï 


2 


= 2 / cos  (â/^Tra)  dot  ==  e 


En  substituant  ces  valeurs,  on  trouve  donc  la  relation  fonda 
mentale 

if  00  _ ^ 

(2)  . . .^i{ot,x)= — r ^ cos(2/^7ra) 

l/x  L f‘=i 


Cette  relation,  dans  laquelle  on  reconnaît  une  sorte  de  réci- 
procité par  rapport  à æ,  exprime  la  propriété  la  plus  remarquable 
de  la  fonction  4*1  et  l’aisance  avec  laquelle  elle  s’obtient 
nous  engage  à la  prendre  comme  base  des  considérations  qui 
vont  suivre  (*). 


4.  Remarquons  qu’en  posant  a = 0 dans  la  dernière  équa- 
tion, on  retrouve  immédiatement  la  relation  obtenue  par  Jacobi 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (**)  : 

00  1 r eo  2 

t -i-  2 ^ g-wVx  _ — _ M 4-  2 y e 
n=l  l/xL  «"^1 


La  propriété  fonctionnelle  de  Ç(s)  est,  comme  on  le  sait,  une 
simple  conséquence  de  cette  relation. 

6.  Définition  de  4*2  x)  et  développement  en  série  trigono- 


(*)  La  relation  (2)  est  un  cas  particulier  de  la  relation  entre  les  fonctions  0 d’argument 
réel  et  imaginaire.  Le  principe  de  la  démonstration  que  nous  exposons  appartient  à 
Dirichlet.  Notre  démonstration  est  cependant  plus  simple  que  la  sienne.  (Voir  Emreper, 
Klliplische  Funclionen  Théorie  und  Geschichte,  2®  édition,  § 18.) 

(“)  V.  Bachman,  Die  Aualytische  Zahlentheorie,  p.  169,  n®  8. 
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métrique.  — Nous  définirons  cette  fonction  par  la  série 


n=+oo 

(5) 2 («  + 


Le  développement  de  cette  fonction  en  série  trigonométrique 
se  déduit  immédiatement  du  précédent,  en  dérivant  par  rapport 
à a,  ce  qui  est  permis.  On  trouve 


(4) 


x)  = 2 

XVX  k=K 


Sin2/C7ra. 


Cet(e  nouvelle  relation  est  la  propriété  fondamentale  de 
x).  On  y retrouve  la  même  réciprocité  par  rapport  à x que 
dans  les  précédentes.  Cette  réciprocité  joue,  comme  on  le  verra, 
un  rôle  caractéristique  dans  les  recherches  que  nous  allons  faire. 


§ 2.  — Définition  et  propriétés  des  fonctions  (a,  s) 
et  ^2  (a>  s). 

Ces  nouvelles  fonctions  sont  dans  une  relation  très  étroite 
avec  une  fonction  introduite  dans  l’analyse  par  M.  Piltz  à Poe* 
casion  du  sujet  qui  nous  occupe  (*).  Cette  fonction  B (a,  s)  de 
M.  Piltz  est  étudiée  directement  dans  le  Mémoire  de  cet  auteur 
et  par  une  méthode  beaucoup  plus  laborieuse  que  la  nôtre,  mais 
l’importance  des  résultats  déjà  obtenus  par  M.  Piltz  nous  engage 
à en  parler,  pour  indiquer  où  se  trouve  le  point  de  contact  des 
deux  méthodes.  Ajoutons  que  ces  fonctions  sont  des  cas  parti- 
culiers d’une  fonction  plus  générale  étudiée  plus  tard  par 
M.  Lipschitz  (**). 


(*)  Ueber  die  Hàufigkeit  der  Primzhalen  in  arilhmetischen  Progressionen  und  über 
verwandie^  Geselze.  Dissertation  v.  Adolf  Piltz.  léna,  1884,  A.  Neuenhahn.  On  trouvera 
une  courte  analyse  de  cet  ouvrage  dans  VAnalytische  Théorie  der  Zahlen  de  M.  Bachman, 
p.  487. 

(**)  Unte>  suchung  der  Eigenschaflen  einer  Galtung  von  unendlichen  ReiVie/î.  Journal 
pE  Crelle,  t CV,  1889.  Ce  Mémoire  important  contient  un  nombre  considérable  de  for- 
mules que  nous  retrouvons  dans  celui-ci. 


6.  Définition  de  ^i(a,  s),  sa  relation  avec  x).  — Sup- 
posons que  a soit  un  nombre  positif  > 0 et  < 1 ; nous  défini- 
rons la  fonction  Ç^(a,  s)  de  la  variable  réelle  ou  complexe  s par 
l’équation 


Pour  que  ces  expressions  soient  convergentes,  on  doit  suppo- 
ser ^(s)  > 1.  Les  séries  sont  alors  absolument  et  uniformément 
convergentes  pour  <^(s)  > i + £,  quelque  petit  que  soit  le 
nombre  positif  s.  La  fonction  {a,  s)  est  donc  une  fonction  synec- 
tique  de  la  variable  s pour  iR  (s)  > 1.  Dans  la  définition  de  Ç(a,s) 
par  la  formule  précédente,  on  ne  laisse  aucune  ambiguïté  dans 
la  détermination  des  termes  de  la  série;  on  convient  de  poser 


(n  -4-  a)-*  = 


et  d’attribuer  au  logarithme  sa  valeur  réelle,  de  manière  que 
tous  les  termes  soient  réels  et  positifs  en  même  temps  que  s. 

La  fonction  j;,(a,  s)  s’exprime  aisément,  comme  nous  allons  le 
voir,  au  moyen  de 
On  a les  relations 


donc,  en  ajoutant  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent 
des  précédentes  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  n,  on  trouve, 
pour  c(R  (s)  > 1 , 


0 


7.  Les  formules  du  numéro  précédent  ne  sont  valables  que 
pour  cR(s)  > 1 ; aussi  nous  n’avons  jusqu’à  présent  de  définition 
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de  Ç,(a,  s)  que  dans  cette  partie  du  plan.  Mais  l’extension  de  la 
fonction  se  fait  sans  peine  à tout  le  plan,  comme  nous  allons  le 
montrer. 

On  a en  effet,  par  le  partage  de  l’intervalle  d’intégration, 


dx. 


Mais  on  a,  par  la  formule  (2)  du  n®  3, 


Le  second  membre  se  sépare  donc  en  une  somme  d’intégrales. 
La  première  s’évalue  immédiatement;  on  change  la  variable 
d’intégration  x en  ^ dans  les  suivantes.  On  trouve  ainsi  : 


En  définitive,  la  formule  (6)  se  mettra  sous  la  forme  suivante 


On  reconnaît  à première  vue  que  le  second  membre  de  cette 
équation  est  convergent  quel  que  soit  s.  Cette  équation  nous 
fournit  donc  une  représentation  de  s)  applicable  dans  tout 
le  plan.  Elle  montre  que  (a,  s)  est  une  fonction  méromorphe 
de  s qui  n’a  qu’un  seul  pôle  s ==  1. 


8.  Développement  de  s)  en  série  trigonomé trique.  — 
Cette  fonction  présente  une  particularité  curieuse  : elle  n’est 
développable  en  série  trigonoraétrique  par  rapport  à a que  si  la 
partie  réelle  de  s est  négative. 


— 9 — 


Supposons  donc  iR(s)  < 0;  on  trouvera,  en  répétant  les  cal- 
culs du  numéro  précédent, 

1 ~ 0 

et,  en  substituant  dans  la  formule  (7), 

,r'  5 r j Ç,  {«  ,s)  = 2 2 cos  (2A:7ra)  y e- 


dx. 


Toutes  ces  intégrales  se  calculent  facilement  et  Ton  obtient 
finalement,  toujours  dans  l’hypothèse  ci\(s)  < 0, 

^ — s\  ^ cos '^knot 

Cette  relation  se  simplifie  au  moyen  de  la  théorie  des  fonc- 
tions eulériennes  qui  donne  (*) 


2*r(i 


. Sr 

sin  — 
2 


1/7 


(*)  On  a (Serret,  Cours  de  calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II,  §§  518  et  549)  les  deux 
formules  : 


r(s)r(l-5)  = 


JT 

sin  STT  * 


Si  l’on  change  s en  ^ dans  la  première  et  s en 

U 2k 


dans  la  seconde,  on  trouve 


Puis,  en  divisant  membre  à membre, 


rfi 


STT 

s)  sin  — . 

' C) 


Enfin,  en  changeant  5 en  — 5,  on  trouve  le  résultat  utilisé  ici. 


— iO  — 


On  trouve  ainsi,  en  réduisant, 

/o\  O/  X X . COS  ^kra. 

(8)  . . . Ç,(a,s)  = — r{1 -s)sin-2  — . 

C’est  le  développement  trigonométrique  que  nous  voulions 
obtenir  et  qui  est  légitime  pour  < 0. 

9.  Définition  de  sa  relation  avec  — Soit, 

comme  tout  à l’heure,  a une  quantité  positive,  comprise  entre 
zéro  et  un  (limites  exclues).  La  fonction  ^st  la  fonction 

de  la  variable  complexe  s définie,  pour  c0l(s)  > i,  par  l’équation 


(9)  . . . = 

tta  {n  a)‘  {n  — a)’ 

Il  existe  entre  et  une  relation  du  même  genre  que  celle 
qui  unitÇ,  à (Ji).  On  a,  en  effet, 


*±i 

2 


i±i 

2 


s-l 

g-(n+a)*;r*  ^ 2 


r( 1 / (a  — n)e 

\ 2 l(n^aY  J ^ 


s i 

X ' dx. 


Attribuant  successivement,  dans  ces  équations,  toutes  les 
valeurs  positives  à n,  puis  ajoutant  toutes  les  équations  corres- 
pondantes membre  à membre,  on  trouve,  pour  <^J{(s)  > 1, 


(40) 


_*+i  fs  -i-  \ \ Lll 

. T ^ r( — - — jç2(a,  s)=  / dx. 


10.  La  fonction  s)  n’est  définie  par  l’équation  précé- 
dente que  pour  c(R  (s)  > 1,  mais  la  propriété  fondamentale  de  4*2 
nous  permet  d’obtenir  aisément  pour  une  représentation  vala- 
ble dans  toute  l’étendue  du  plan. 

On  a,  en  effet, 

y»  00  « — 1 X»00  s -i  « — I 

«f2(a,  x)x^  dx  — I ^i(a,x)x^  dx  j <f2(a,  djc. 
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et  par  la  formule  (4), 

ac)  a:  ^ rfx  = 2 / dx^ke  ’ sin  (2/f7Ta) 

O O 

= 2 2 ^ sin(2/i:7ra)  x ^ dx. 

k=K  ^ 

On  lire  de  là,  pour  ^2K«)»  l’expression  valable  dans  tout  le 
plan 


«-1 

^ dx 


(H) 


_ f±l  [s  W * 

1 

+ 2 2 Â;sin(2fe;ra)  e ’dx. 

*=i  tJ 


Celte  formule  montre  que  la  fonction  est  une  fonction 

syneclique  dans  toute  l’étendue  du  plan. 


11.  Développement  de  s)  en  série  trigonométrique.  — 
Ce  développement  suppose  encore  que  l’on  ait  <0\  (5)  < 0.  On 
trouve,  dans  celle  hypothèse,  par  une  transformation  analogue  à 
celle  du  numéro  précédent. 


dx , 


et  en  subsliluant  ce  résultat  dans  la  dernière  formule, 


T '*  r|i^)ç,(«,s)  = 2 2^:sin{2ftTa) y”°e 

""  0 

Enfin,  en  remplaçant  toutes  ces  intégrales  par  leur  valeur,  on 
trouve,  dans  l’hypolhèse  <^(s)  < 0, 


ÎTTX) 


— i2  — 


Cette  équation  peut  se  transformer  au  moyen  de  la  formule 
suivante,  empruntée  à la  théorie  des  fonctions  eulériennes  (*), 


2T  (1  — s)  cos  — 


ce  qui  donne 

2^+'  SîT  ^ sin(2/cTa) 

(12)  . . K,{<t,s)  = — r{i 

C’est  le  développement  trigonométrique  que  nous  voulions 
obtenir  et  qui  est  légitime  pour  < 0. 

12.  Définition  de  la  fonction  B(a,  s).  — Cette  fonction  est 
définie,  pour  S{[s]y  \,  par  la  formule 

1 4 

B(«,s)=  — +•  2 -, T.’ 

Cette  fonction  a été  introduite  dans  l’analyse  par  M.  Piltz  (sauf 
que  M.  Piltz  change  le  signe  de  s).  On  la  ramène  immédiatement 
aux  deux  précédentes  par  la  relation 


B (a,  Q [^1  «)  •+■  ^2  (a,  s)]  • 


Les  propriétés  de  cette  fonction  sont  donc  complètement 
éclaircies  par  ce  qui  précède  et  on  peut  obtenir,  pour  la  repré- 
senter, des  expressions  valables  pour  toute  valeur  de  s. 

Si  l’on  suppose  ^(s)  < 0,  le  développement  trigonométrique 
de  B(a,  s)  par  rapport  à a se  déduit  immédiatement  des  for- 
mules (12)  et  (8)  : 


BKs)==-^r(4  - s) 

T 


cos  {^kTTOt.) 

A:'-* 


cos 


sin(2A:Ta)' 


(*■)  Cette  formule  est  équivalente  à la  formule  analogue  du  n«  8 et  s’en  déduit  par  le 
changement  de  5 en  (s  — i). 


- 13  - 


La  relation  précédente  est  la  relation  fondamentale  de  M.  Piltz, 
qui  Ta  démontrée  directement  par  le  calcul  des  coefficients  du 
développement  trigonométrique.  Celle  formule  sert  de  base  à ses 
recherches  ultérieures.  Pour  nous,  elle  ne  nous  sera  d’aucune 
utilité  dans  cette  partie  du  Mémoire  et  nous  n’en  parlerons  plus. 
Nous  aurons  toujours  recours  aux  propriétés  des  fonctions 
beaucoup  plus  maniables  4*1  (“>  ^t  42(^1  ^)- 

§ 5.  — Application  des  méthodes  de  M.  Hadamard  à certaines 

fonctions. 

Nous  allons  démontrer  d’abord  quelques  théorèmes  dont  nous 
aurons  à faire  un  usage  répété  dans  la  suite. 

13.  Théorème  I.  — Désignons  par  di  (supposé  > 0)  k deux 
constantes  réelles,  et  par  yj  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  n 
tend  vers  Vin  fini'.,  on  peut  écrire  V équation 


1 


Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  montrer  que  l’inté- 
grale du  premier  membre  est  comprise  entre  deux  expressions, 
toutes  les  deux  de  la  forme  du  second  membre. 

Cherchons  d’abord  une  limite  supérieure  de  cette  intégrale.  En 
désignant  par  e une  constante  infiniment  petite,  on  a,  à partir 
d’une  valeur  suffisamment  grande  de  n. 


(n-l)£ 


et,  par  le  théorème  de  la  moyenne,  il  vient  (0  < 0 < i ) 
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Mais  la  quantité 


f”  e 


«) 


tend  vers  e“"“'  quand  n tend  vers  l’infini.  On  peut  donc,  en  dési- 
gnant en  général  par  yj  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  n 
tend  vers  l’infini,  mettre  la  dernière  inégaliié  sous  la  forme 


x^(lxYdx  > [(1 


et,  comme  s est  un  infiniment  petit,  ce  second  membre  peut  être 
remplacé,  vu  la  nature  du  théorème,  par 


[(  \ + 1))  ««]". 


Cherchons,  d’autre  part,  une  limite  supérieure  de  la  même 
intégrale.  Pour  cela,  désignons  par  e une  constante  inférieure  à a; 
on  peut  évidemment  écrire  l’inégalité 


1 


^ eo 

x'‘[lxYdx  < £c*(/ir)"]  / e''*dx 


< - max . x*(/x)”. 

e 


Or,  le  maximum  correspond  à la  valeur  de  æ qui  annule  la 
dérivée,  c’est-à-dire  la  fonction 


e-(a-e). 


e\x  k 


-1 

lx\ 


La  valeur  de  x 
l’équation 


qui  annule  cette  dérivée  est  donc  fournie  par 

(a-e)x==k  4- 


elle  augmente  indéfiniment  avec  n et  a pour  valeur  approxima- 
tive, quand  n est  grand, 

1 n 
a — eln 
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Dans  le  sens  général  donné  à ri,  on  pourra  donc  écrire,  pour 
celte  valeur  de  x, 


D’ailleurs,  pour  cette  valeur  de  x,  les  deux  quantités  oc*  et 
1 : e sont  visiblement  de  cette  même  forme  (1  -+■  ïi)”;  la  quantité 
(Ix)”  de  la  forme  [(1  -i-  ïi)  In]”  et,  par  conséquent,  aussi 


x^{lxY  = [(i  ■+■  i])  In^, 


- max . 


ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème. 

14.  Remarque  I.  — Il  résulte  immédiatement  de  l’application 
du  théorème  de  la  moyenne,  que  si  l’on  désigne  par  cp(a;)  une 
fonction  continue  de  x qui  tend  vers  une  limite  finie  positive  et 
non  nulle  quand  x tend  vers  l’infini,  on  peut  aussi  écrire,  sous 
les  conditions  du  théorème  précédent, 


^co 

J x^lxYdx  -V- \i)lnY. 


1 


16.  Remarque  II.  — De  même,  plus  généralement,  si  l’on 
désigne  par  0(ac)  une  fonction  continue,  qui  reste  comprise  entre 
des  limites  finies  (positives  ou  négatives)  quand  x augmente 
indéfiniment,  on  peut  aussi  écrire  sous  les  conditions  du  théo- 
rème précédent: 


16.  Théorème  II.  — Soit  0(x)  une  fonction  continue,  qui  con- 
serve une  valeur  finie  quand  x tend  vers  V infini,  et  a une  con- 
stante positive;  la  fonction  de  s,  représentée  par  l’intégrale 
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est  une  fonction  synectique  dans  toute  l'étendue  du  plan  et  cette 
fonction  ne  peut  être  d'un  genre  supérieur  au  premier 

L’inlégrale  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans 
toute  portion  du  plan  s;  donc  elle  représente  une  fonction  synec- 
lique  dans  tout  le  plan.  Par  conséquent,  elle  est  développable 
en  série  de  Maclaurin  convergente  pour  toute  valeur  de  s,  sous 
la  forme 

Oo  -4-  a^s  >4-  H-  ...  H-  a„s"  h-  • • • . 

Les  coefficients  se  calculent  par  la  formule 
\ 

Q = / e (£c)  ç-®*  UxY  dx, 

ü 

et  l’on  a,  par  la  remarque  du  n®  15, 

\ 1 

1 I < -;[(i  + ’»)H- 

La  formule  précédente  fait  connaître  la  décroissance  des 
coefficients  a„.  On  peut  en  déduire  le  genre  de  la  fonction  par 
la  méthode  de  M.  Hadamard.  Celui-ci  a démontré  que  lorsque 
le  coefficient  a„  est  de  l’ordre  de— ^ où  l est  un  entier  E h-  1, 

(m!)I 

la  fonction  est  du  genre  E ou  du  genre  (E  -t-  1).  Dans  le  cas 
actuel,  X = 1,  parce  que  (ùi)”  est  un  infiniment  petit  par  rapport 
à toute  puissance  positive  constante  de  nL  Donc  la  fonction  que 
nous  considérons  est  du  genre  zéro  ou  du  genre  un, 

17.  Théorème  III.  — Si  la  fonction  f(s)  du  théorème  précé- 
dent possède  des  racines  p,  et  si  ces  racines  sont  en  nombre  illi- 
mitéy  la  série  étendue  à toutes  ces  racines 

\ — i— , 

^ (rnod  pŸ 

sera  convergente  pour  k > 1 . 


(*)  Il  est  clair  que  le  théorème  subsistera,  si  l’oo  remplace  dans  l’intégrale  s par  une 
fonction  linéaire  de  s. 
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Ce  théorème  résulte  encore  de  la  règle  suivante,  découverte 
par  M.  Hadamard  ; 

Soit  f(n)  une  fonction  constamment  croissante  avec  n;  si  le 
coefficient  a„  décroît  plus  vite  que 

1 

le  module  de  la  n“®  racine  p„,  ces  racines  étant  supposées  ran- 
gées par  ordre  de  modules  croissants,  sera  supérieur  à (p(n). 

On  a ici 

I 

moda„<  —[(1  + I))  toi", 
n!  *- 


et  comme,  par  la  formule  de  Stirling, 


il  vient  donc 


»!  = j^(l  + ,)  “j 


mod 


[<— 'ij 


et  l’application  de  la  règle  de  M.  Hadamard  donne 

, 1 n 

mod  p„>-— . 

e In 


La  série  dont  il  est  question  dans  l’énoncé  du  théorème  con- 
verge donc  plus  rapidement  que  la  série 


qui  est  convergente  pour  A:  > i . Le  théorème  est  donc  établi. 


18.  Remarque.  — L’application  des  méthodes  utilisées  dans 
les  numéros  qui  précèdent  permet  d’établir  très  aisément  que 
les  fonctions  et  de  s étudiées  dans  le  paragraphe  précédent 
sont  des  fonctions  du  premier  genre.  Ce  résultat  nous  étant  inu- 
tile, nous  ne  nous  arrêterons  pas  à le  démontrer  en  détail. 


2 
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CHAPITRE  II. 

ÉTUDE  ANALYTIQUE  DES  FONCTIONS  DE  DIRICHLET  ET  DE  FONCTIONS 
AUXILIAIRES  DANS  LE  CAS  d’uN  MODULE  p PREMIER. 

L’étude  des  fonctions  de  Dirichlet,  c’est-à-dire  des  fonctions 
qui  inlerviennent  dans  la  démonstration  du  théorème  sur  la  pro- 
gression arithmétique,  donne  lieu  à des  discussions  nouvelles 
assez  longues  dans  les  cas  des  modules  composés.  Cette  cir- 
constance nous  a engagé  à traiter  d’abord  en  détail  le  cas  des 
modules  premiers.  Ce  cas  a été  traité  d’abord  par  M.  Piltz,  qui  a 
rencontré  une  partie  des  résultats  que  nous  allons  démontrer. 
Nous  les  indiquerons  au  fur  et  à mesure  qu’ils  se  présenteront. 


§ 1.  — Définition  des  caractères  d'un  nombre  (niod  p), 

19.  Soit  p un  nombre  premier  et  n un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  p.  Soit  ensuite  g une  racine  primitive  de  la 
congruence 

= 1 (mod  p\ 

et,  d’autre  part,  w une  racine  primitive  de  l’équation 

(1)  = 

Désignons  encore  par  v l’indice  du  nombre  n,  selon  le 
module  p,  c’est-à-dire  le  nombre  unique  inférieur  à p qui  vérifie 
la  congruence 

(2)  5f''sn(modp); 

on  dit  que  la  quantité 

(3)  x[ih  mod  p)  ^ 

où  h est  un  des  entiers  0, 1, 2 ...  {p  — 2),  est  un  caractère  du 
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nombre  n (mod  p).  Quand  aucune  confusion  n’est  possible,  ce 
caractère  se  représente  simplement  par  ^(w). 

Les  quantités  savoir 

1 , CO,  . «P-*, 

sont  les  (p — 1)  racines  de  l’équation  (1).  On  peut  donc  dire 
encore  que  l’on  forme  les  différents  caractères  d’un  nombre  n 
en  remplaçant,  dans  l’expression 


G)  par  les  {p  — 1)  racines  différentes  de  l’équation  (1). 

20.  L’équation  (1)  a deux  racines  réelles  -4-1  et  — 1,  qui 
correspondent  aux  valeurs  A = 0 et  A = On  appelle  carac- 
tère principal  celui  qui  correspond  à la  racine  I ; il  est  égal  à 
l’unité  pour  tous  les  nombres  n»  En  dehors  du  caractère  prin- 
cipal, il  n’y  en  a qu’un  seul  qui  soit  réel  pour  tous  les  nombres  n : 
il  correspond  à la  racine  ( — 1)  et  est  égal  à d=  1 suivant  le 
nombre  w. 

Nous  donnerons  à tous  les  autres  caractères  le  nom  de  carac- 
tères imaginaires,  quoiqu’ils  puissent  avoir  une  valeur  réelle 
pour  certains  nombres  particuliers.  Leur  module  est  toujours 
égal  à l’unité. 

A tout  caractère  imaginaire  ^(n)  formé  avec  la  racine  w'*  corres- 
pond un  caractère  conjugué  ou  opposé,  formé  avec  la  racine  w"'* 
conjuguée  de  la  première.  Nous  représenterons  ce  caractère  con- 
jugué par  les  notations 

X{n) 

Les  caractères  doivent  être  partagés  en  deux  classes,  mais  cette 
distinction  deviendra  surtout  importante  plus  tard.  Le  caractère 
principal  forme  à lui  seul  la  première  classe,  et  tous  les  autres 
caractères  rentrent  dans  la  seconde. 
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Quand  il  y aura  lieu  de  les  distinguer  entre  eux,  nous  repré- 
senterons les  différents  caractères  par 

%0J  %lj  •••  %p-2) 

selon  qu’ils  sont  formés  avec  les  racines 

co«,  «s  co^  ... 

De  la  sorte,  le  caractère  principal  sera  représenté  par  yQ. 

Je  ferai  remarquer  encore  que,  pour  un  caractère  quel- 
conque, yjt{ — 1)  est  réel  et  égal  à zh  i suivant  que  h est  pair  ou 
impair.  En  effet,  l’indice  de  ( — 1)  étant  on  a 

Xh(—  = « * * = (— i)\ 

21.  Les  caractères  ainsi  définis  jouissent  de  quatre  propriétés 
fondamentales  bien  connues,  que  nous  allons  énoncer  : 

1®  Pour  tout  caractère  y et  deux  nombres  quelconques  n et  w', 
on  a la  relation  fonctionnelle 

x(n)x{n')c==%(nn^); 

2®  On  a,  pour  un  caractère  quelconque, 

= si  n£=w'(modp); 

3®  Pour  tout  caractère,  sauf  le  principal,  on  a 

tandis  que,  pour  le  caractère  principal, 

2 x{n}  = 1 ; 

n=I 

4®  Si  l’on  désigne  par  8 une  somme  étendue  à la  totalité  des 
caractères,  on  a 

8x(n)  = 0, 

X 

sauf  cependant  si  w s 1 (modp),  auquel  cas 

8%(n)  = p — i. 

X 
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§2.  — Définition  et  propriétés  des  fonctions  x) 


et  TsCx.x)- 


22.  Définition  des  fonctions  'Fi(x,x)  et  x)*  — Ces 

deux  fonctions,  comme  nous  allons  voir,  sont  étroitement  liées 
aux  fonctions  (a,  x)  et  (a,  x),  que  nous  avons  considérées 
dans  le  chapitre  1". 

Dans  le  paragraphe  actuel,  nous  supposons  expressément  que 
le  caractère  x est  différent  du  principal,  et  nous  posons  comme 
définition 


Dans  ces  sommes,  on  donne  successivement  à n toutes  les 
valeurs  entières  premières  avec  p.  C’est  pour  rappeler  celte  cir- 
constance que  nous  avons  accentué  le  signe  S. 

Ces  équations  (1)  peuvent  encore  se  mettre  sous  une  autre 
forme.  En  remarquant  la  relation  (21,  !•) 


%.(—  (w), 


elles  peuvent  s’écrire 


(2)  . 


00 


■Tslx,  %)  = [l  — x(— l)J2'xW«e  " . 


Rappelons  encore  que  x ( — "1)  = =tr  comme  on  Ta  vu  au 


n®  20;  on  aura  ; 

Six(— 1)=1. 
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2»  Six(-1)=-1, 


(4) 


'•'l(3t.%)=  0, 

00  n*T* 

’i'î(æ,x)  = 2 2'  x(n)ne~~. 

n=l 


On  n’a  donc  à étudier  la  fonction  que  si  — 1)  ==  1,  et  la 
fonction  que  si  y ( — 1)  = — i . 


23.  Élude  de  la  fonction  Wi(x,  y)  quand  y { — 1)=1. — Si 
l’on  désigne  par  k un  nombre  entier  inférieur  à p,  et  tient  compte 
de  la  relation  (21,  2°) 

x{n)^x{k)  si  w = Æ(modp), 

le  coefficient  de  y{k)  dans  le  second  membre  de  l’équation 

n=4-oo  n^Ttx 

'ri(æ,x)=  2 ' 

n=-oo 

aura  pour  valeur 


en  vertu  de  la  définition  de  (n®  3). 
On  a donc,  entre  W-i  et  la  relation 


(5) %)=  2 

Cette  équation  va  nous  servir  à trouver  la  relation  fonction- 
nelle que  vérifie  W^(xjy),  Elle  se  déduit  de  la  relation  établie 
pour  (a,  æ)  au  n°  3,  et  que  voici  : 

II”  ®°  _ 

, ^i(a,x)  = — ^ 1 2 2 6 * COS  2WTa 

l/x  L ^1 

Si  l’on  fait  successivement  a = cl  substitue  dans 

l’équation  (5)  les  expressions  de  4»|  tirées  de  l’équation  précé- 
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dente,  le  terme  qui  ne  renferme  pas  de  cosinus  disparaît,  parce 
que  la  somme  des  caractères  est  nulle  (21),  et  il  vient 


x) 


X(k)  cos 


^kriTrl 

V J 


Mais  la  somme 


p-i 


2 %(*) «os 


^kriTT 

P 


s’évalue  aisément  : 

i®  Si  n est  un  multiple  de  p,  cette  somme  se  réduit  à 


2 = 


2®  Si  n est  premier  avec  jo,  on  a (21, 1®) 


2 

*=i 


^knit  1 

cos = > X (kn)  cos 


x(f^] 


k=l 


^knn 

P 


Remarquons  que  quand  k varie,  kn  représente,  en  même 
temps  que  k,  un  système  complet  de  résidus  (mod  p).  Posons 
d’après  cela 


2 x[k)  cos 

kti  P 


2^(^«)cos"^  = r,;;,); 
k=i  P 


on  aura 


2%w 

*=i 


^knTT 

cos == 

P 


\ 

%(«) 


T|  (%)• 


Il  vient  ainsi 


'«1  (^.  x) 


^Mx)y,  < 
l/J^-  »=i  %(«) 


et  par  la  formule  (3),  puisque  — 1)  = 1 par  hypothèse. 


(«) 


. V ‘*■1  %) 

V px 
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Posons  encore,  pour  simplifier, 

L’équation  (6)  prend  ainsi  la  forme 


i /I  1\ 

(7) ^i(oc,x)  = ^i(x)  — ^'i  -»  - » 


l/x  %- 


et  telle  est  la  relation  fonctionnelle  que  vérifie  la  fonction 

Le  facteur  ej(^),  indépendant  de  oc,  a son  module  égal  à 
funité.  En  effet,  multiplions  membre  à membre  l’équation  (7) 
avec  celle  qui  s’en  déduit  par  le  changement  simultané  de  x 
en  \ :x  et  de  ^ en  1;^,  et  supprimons  le  facteur  commun 


(^>x)  (^»  î viendra 


(8) (- 


La  même  conclusion  s’obtient  en  posant  x = \ dans  l’équa- 
tion (7),  à condition  que  W-i  (1 , y)  ne  soit  pas  nul.  On  a,  dans  ce  cas, 


(8“)  • • • •«!(%) 


24.  Remarque.  — Si  ^ est  le  caractère  réel  correspondant  à 
la  racine  (j)  = ( — 1)  (n®  20),  on  peut  se  servir,  pour  représenter 
ce  caractère,  du  symbole  de  Legendre 


Pour  que  — i)  = 1,  il  faut  que  p = 1 (mod  4).  On  a,  dans 
ce  cas,  par  l’équation  8, 


et  il  vient 


On  retrouve  donc  ainsi,  au  signe  près,  la  valeur  de  la  somme 
de  Gauss.  Si  formule  (8“)  montre  que 

c’est  le  signe  -4-  qu’il  faut  prendre.  Gauss  a montré  que  cette 
dernière  conclusion  est  toujours  vraie  (*),  de  sorte  qu’on  a sans 
restriction  e,  (y)  = 1 . Dans  le  cas  du  caractère  réel,  la  relation  (7) 
se  réduit  donc  à 

W = 


25.  Étude  de  la  fonction  (x,  y)  quand  y( — 1)  = — 1. 
Si  l’on  groupe  les  termes  comme  au  n“  23,  on  voit  que  le  coeffi- 
cient de  y(k)  dans  le  second  membre  de  l’équation 


a pour  valeur 


e 


2 (*  -t-  mp) 

m=-oo 

Par  conséquent, 

/A:  \ 

(10)  ....  x)=P  2 x(4:) ')'«(->  px). 

1=1  \p  ' 


/k  \ -( 

-+mY^px  /k  \ 

- 4-  m e 

Ap  / 

\p  / 

Comme  dans  le  cas  précédent,  nous  allons  déduire  la  relation 
fonctionnelle  vérifiée  par  de  la  relation  du  n®  5,  à laquelle 
satisfait  (pa,  savoir 

9 00  „ ;r 

x)  == ::  ^ we  * sin  ^kyra.. 

X V^x  «=* 

On  fait  successivement  dans  celle-ci  a ==->->  •••  —,  et  l’on  sub- 

p P P 

stitue  dans  l’équation  (10);  il  vient  ainsi 


%) 


2 


xV"  px 


00  r _ I 

2 ”*2 

n=l  L *=« 


(*)  Summatio  quarumdam  serierum  snniularium  (1808).  — Voir  aussi  Dirichlkt 
Dedekind,  Zahleniheorie,  supplément  1. 


On  a d'ailleurs,  comme  au  n®  23  ; 

1°  Pour  n multiple  de  p, 

2 %{k)  sm =0; 

k=l  P 

2®  Pour  n premier  avec  p, 


2 


sin 


/ \ /K\  • / V 

= %(w)  2 sin  = ‘rj(%). 

*=i  P 


D’où  l’équation 


%(«) 


et  par  la  relation  (4)  du  n*  22,  puisque  x( — 0“  — ^ 
hypothèse, 


(11) 


• X)  = 


xVpx 


par 


Posons,  pour  simplifier, 

^2(%)==e2(%) 


L’équation  (H)  se  mettra  alors  sous  la  forme 


1 /I  i \ 

(12)  ....  Moc,x)  = ^Ax) • 

x\/x  x! 

Telle  est  la  relation  fonctionnelle  que  vérifie  la  fonction 
^2(^>X)  qu^nd  — 1)*=  — 1.  On  montre,  comme  dans  le  cas 
précédent,  que  le  module  de  e2(x)  est  égal  à l’unité.  ' 


26.  Remarque,  — Si  / est  le  caractère  réel  correspondant  à 
la  racine  (o  = — 1 de  l’équation  = 1,  on  a 
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Lorsque  p = 3 (mod  4),  auquel  cas 


on  en  conclut 


fk\ 


sans  ambiguïté  de  signe,  comme  dans  le  cas  précédent.  La  fonc 
tion  correspondante  possède  alors  la  propriété  fonctionnelle 


§ 3.  Définition  et  propriétés  des  fonctions  Z(s,  x),  Ç|  (s,  x) 


el  ?2(s.X)- 


27.  Les  fonctions  Z{s,x)  sont  celles  que  nous  appelons  fonc- 
tions de  Dirichlel,  parce  que  cet  auteur  les  a introduites  dans 
l’analyse.  Elles  jouent  le  rôle  essentiel  dans  la  démonstration  du 
théorème  sur  la  progression  arithmétique.  Nous  allons  étudier  ici 
leurs  propriétés  fonctionnelles  qui  ont  été  découvertes  par 
M.  Piltz  Mais  au  lieu  de  les  établir  directement,  comme  le  fait  cet 
auteur,  nous  allons  les  rattacher  à celles  des  fonctions  ^|(ac,x) 
et  W2(x,  ^),  que  nous  venons  d’analyser  (*). 

28.  Les  fonctions  Z (s,  )()  sont  définies,  pour,(H.(s)>  1,  par  la 
série  ou  le  produit  infini 


(i) 


{*)  11  convient  d’ajouter  que  M.  Lipschitz,  auquel  le  travail  de  M.  Piltz  (188i)  semble 
être  resté  inconnu,  a retrouvé  ces  propriétés  fonctionnelles  par  une  méthode  analogue  à 
celle  de  M.  Piltz  dans  son  mémoire  de  4889  déjà  cité.  {Journ,  de  Crelie,  t.  CV.) 
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où  la  somme  accentuée  est  étendue  à tous  les  nombres  entiers 
non  divisibles  par  p,  le  produit  à tous  les  nombres  premiers  q 
autres  quep. 

Dans  le  paragraphe  actuel,  nous  supposerons  encore  que  / est 
un  caractère  différent  du  principal.  Dans  cette  hypothèse,  la 
série  converge  pour  (s)  > 0,  mais  nous  n’utiliserons  pas  cette 
circonstance  pour  le  moment. 

29.  Ces  séries  jouissent  de  propriétés  différentes  suivant  que 
rona/( — l)==-hl  ou  — 1.  En  effet,  nous  allons  voir  que, 
suivant  Thypoihèse,  elles  se  ramènent  à la  fonction  Ç,  ou  à la 
fonction  du  premier  chapitre. 


1®  Si  x( — 1)  = 1,  on  a 

xW  = x(P  — k), 

et  Ton  peut  écrire 


2®  Si  x( — 1)  ==  — 1,  on  a 
et  Ton  peut  écrire 


30.  Nous  allons  encore  montrer  que,  suivant  l’un  ou  l’autre 
de  ces  deux  cas,  la  fonction  Z(s,^)  so  ramène  aussi  à Pune  des 
fonctions  ou  pourrait  déduire  ce  résultat  des  calculs 


29 


que  nous  venons  de  faire  et  de  ceux  du  chapitre  l,  mais  il  est 
aussi  simple  de  l’établir  directement. 

1°  Si  — 1)==1,  on  part  de  la  relation 


et  Ton  trouve  par  la  formule  (1)  ci-dessus  et  la  formule  (3)  du 
n°  22 

(2)  • ■ = 'v^{x,x)x^~'dx. 

O 

Pour  — 1)==1,  nous  définirons  une  nouvelle  fonction 
(s,^)  par  l’équation 

(3)  t,(s,%)=(^)'^'r(î)z(s,x). 

La  fonction  Z se  ramènera  ainsi  à la  fonction  et  l’on  aura 

(4)  . . . . = ^ r 'V,ix,x)x^  ' dx. 


On  voit  par  les  formules  précédentes  qu’il  existe  entre  les 
fonctions  Z et  une  relation  analogue  à celle  qui  lie  les  fonc- 
tions Ç(s)  et  de  Riemann. 

2®  Si  ^ ( — 1 ) = — 1 , on  part  de  la  relation 


(=)■ 


itî 

2 P 


1\  1 


/oo 

ne 


dx, 


et  l’on  trouve  par  la  formule  (1)  du  paragraphe  actuel  et  la  for- 
mule (4)  du  paragraphe  précédent 


(5) 


Z (s,  x)  = ^-  J 'Ttix,  x)x  • (Ix. 


^ 30  - 


y 


Nous  déOnirons,  comme  dans  le  cas  précédent,  une  nouvelle 
fonction  (^f  y)  l’équation 

(6)  , . . .^s,x)  = (^y''^r^-^)z(s,xy, 

la  fonction  Z se  ramène  ainsi  à la  fonction  ^2»  l’on  a 

I ^00  1 

(7)  . . . . %)  = -/  ^2(^,%)x'dx. 


31.  Les  formules  (4)  et  (7)  du  numéro  précédent  viennent 
d’être  établies  pour  (R(s)  > 1,  mais  ces  formules  restent  conver- 
gentes et  par  conséquent  valables  pour  toute  valeur  de  s.  Elles 
prouvent  donc  que  Z (s,  y)  est  une  fonction  synectique  dans  tout 
le  plan  (le  caractère  y étant  supposé  différent  du  principal). 
Toutefois  cette  circonstance  n’est  pas  apparente  dans  les  formules 
susmentionnées  et,  pour  la  mettre  en  pleine  lumière,  nous  allons 
mettre  les  intégrales  qui  précèdent  sous  une  autre  forme,  qui 
conduit  encore  à d’autres  conséquences  importantes. 

1®  Supposons  d’abord  y ( — 1)  = 1.  On  a 


x)oc^ 


dx. 


Si  l’on  change  la  variable  d’intégration  x en  ^ dans  la  seconde 
intégrale,  puis  utilise  la  relaiion  fonctionnelle  (7)  du  paragraphe 
précédent  (n°  25),  il  vient  successivement 


dx 


X ^ dx, 


— Bl- 


et, en  substituant  dans  la  formule  (4)  qui  a lieu  pour  y ( — 1)  = 1, 


On  voit  maintenant,  en  se  reportant  à l’expression  de  W|  en 
série  (n®  2*2),  que  le  second  membre  converge  pour  toute  valeur 
de  s et  représente  une  fonction  entière  de  s dans  toute  Télendue 
du  plan. 

La  formule  (4“)  met  encore  en  lumière  la  propriété  fonction- 
nelle de  i,(5,  y).  Si  l’on  considère  que  l’on  a (n®  ^23,  form.  8) 

0=. 


on  reconnaîtra  à la  seule  inspection  du  second  membre  l’exacti- 
tude de  la  relation 

(8) — s,  -j- 

D’où  le  théorème  suivant  : 

Si  y( — 1)  = 1 , /a  fonction  (s,  y)  se  reproduit^  multipliée  par 
un  facteur  indépendant  de  s et  de  module  égal  à l'unité^  par  le 
changement  simultané  de  s en  1 — s et  de  y en  en  particulier, 
y est  le  caractère  réel  correspondant  à la  racine  w = — \ ,la 
fonction  se  reproduit  par  le  changement  de  s en  \ — s (*). 

2®  Passons  au  cas  où  y( — 1)  = — 1.  On  a,  par  les  mêmes 


(*)  Dans  le  cas  du  caractère  réel,  celle  propriété  a été  découverie  par  M.  IIuhwitz. 
[Zcil.u-hrift  jïir  Molli,  u.  Pli  , I.  XXVlt,  188^2  ) 


transformations  que  ci-dessus, 


^2(s,%)  = 2y  ^ dx  ^ d^ 


*tJ  2e/ 

1 0 


1 Z^'®®  — 1 /I  \ _£z? 


•Vi(x,')^x  ^ dx -k- -J  '"dx. 


1 /''®°  — 1 /^®°  / -J  \ 


La  formule  (7“),  qui  n'est  qu’une  autre  forme  de  la  for- 
mule (7),  met  en  évidence  que  Sa  (s,  7)  est  une  fonction  entière 
pour  toute  valeur  de  s.  On  en  conclut,  comme  dans  le  premier 
cas,  la  relation  fonctionnelle 


D’où  le  théorème  suivant  : 

Si  xi — fonction  se  reproduit,  multipliée 

par  un  facteur  indépendant  de  s et  de  module  égal  à V unité,  par 
le  changement  simultané  de  s en  \ — set  de  x en  En  particu- 
lier, si  X le  caractère  réel  correspondant  à la  racine  w = — 1 , 
la  fonction  se  reproduit  simplement  par  le  changement  de  s en 


1 — s. 


32.  Remarque.  — On  peut  encore  énoncer  les  théorèmes 
contenus  dans  les  formules  (8)  et  (9)  sous  la  forme  suivante  : 
Les  produits 


restent  invariables  par  le  changement  de  s en  \ — s. 


33'- 


33  Conséquences  relatives  aux  racines  de  Ç,  e/  Ço-  — 
innics  (5)  et  (0)  qui  licul  les  fondions  cl  $2  ^ ^ prouvent,  puis- 
que la  fonclion  F ne  peut  pas  s’annuler,  que  el  $2  peuvent 
avoir  d’autres  racines  que  celles  de  Z. 

L’expression  de  Z (5,  y)  en  produit  infini 


zos  %)  = n 


convergent  pour  iR  (s)  > prouve  que  Z (s,  y)  ne  peut  avoir 
(le  racines  dont  la  partie  réelle  surpasse  l’unité.  Donc,  en  pre- 
mier lieu,  les  fonctions  et  ^3  peuvent  avoir  de  racines  dont 
la  partie  réelle  surpasse  l’unité.  Mais,  d’autre  part,  les  for- 
mules (8)  ou  (9)  montrent  que  si  s est  racine  de  ij(s,y)  ou 
^2(5,  y),  (1  — s)  sera  racine  de  (s,  |)  ou  ^);  donc,  en 
vertu  de  la  conclusion  précédente,  s ne  peut  avoir  non  plus  sa 
|)artie  réelle  négative.  De  là  la  conclusion  suivante  : 

Si  les  fonctions  et  Ç2  ont  des  racines,  ce  sont  nécessaire- 
ment des  racines  de  Z,  et  ces  racines  ont  leur  partie  réelle  com- 
prise entre  0 et  -h  1 (limites  non  exclues  jusqu’à  présent). 

Nous  allons  démontrer  au  paragraphe  suivant  que  ces  racines 
existent  effectivement. 


§ 4.  — Genre  des  fonctions  Ç,,  ^2  ^1  Z.  Racines  de  ces  fonctions. 

34.  Pour  déterminer  le  genre  de  ces  fonctions,  nous  allons 
employer  encore  une  fois  la  méthode  de  M.  Hadamard,  dont  nous 
avons  déjà  fait  connaître  les  principes  au  chapitre  P',  § 3.  Au 
lieu  d'appliquer  simplement  les  théorèmes  déjà  démontrés,  nous 
allons  reproduire  certaines  démonstrations  qui  conduisent,  dans 
dans  le  cas  actuel,  à des  résultats  un  peu  plus  précis. 

Développements  de  et  par  la  formule  de  Maclanrin.  — Les 
fonctions  entières  el  ^2  peuvent  se  développer  par  la  formule 
de  Maclaurin  dans  toute  l’étendue  du  plan  sous  la  forme 

^1(5,  %)  = Oo  -+  o^s  üX  -e  •••, 

%)  = 6, ..s”  -4-  . 


3 
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Les  coeflTicients  du  développement  se  déduisent  directement 
des  formules  (4“)  et  (7“)  du  paragraphe  précédent,  et  peuvent  se 
calculer  par  les  formules 


N 

— 

X 


\ \ 1 r 

(—  •N{%)  f fl 

, ' %/  \/ x\ 

\ \ i V dx 

(—  'l)"f2(%)  '1^2  ij  (/a:)"da?l . 

1 ^ 

On  remarque  que  les  deux  quantités 

^ Xl  \/x 

x);4=  + (—  'I)"f2(%)'rj  (a,-], 
l/a  ' %' 


ne  diflèrent  respectivement  des  deux  quantités 
2(— 

V X 

TTX 

2 (—!)%(%) e 

que  par  un  facteur  qui  tend  vers  Tunilé  quand  x augmente  indé- 
finiment. On  peut  donc  appliquer  la  remarque  du  n”  14  et  poser, 
en  désignant  en  général  par  vi  une  quantité  qui  tend  vers  zéro 
pour  n infini,  les  expressions  asymptotiques 

«» = (—  I )"fi  (%)  ^ [{1  1)  ^«]"- 

<'»  = (—  1 ^ [(I  -«-I»)  <«]“• 
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35.  Les  formules  précédentes  font  connaître  la  loi  de  décrois- 
sance des  cocflicicnts  et  6„.  On  peut,  comme  au  n"  16,  en 
déduire  le  genre  de  la  fonction  par  la  méthode  de  M.  Hadamard. 
On  conclut  immédiatement  de  la  comparaison  des  formules  que 
les  fonctions  (s,  y)  et  ?2(s,^)  sont  du  genre  zéro  ou  du  genre  un. 

11  est  également  très  important  de  connaître  la  loi  de  crois- 
sance des  modules  des  racines  successives 


Pl5  • • Pnf)  ••• 


de  l’une  ou  de  l’autre  de  ces  fonctions  supposées  rangées  par 
ordre  de  modules  croissants.  La  démonstration  du  n®17  s’ap- 
plique encore  et  nous  permet  d’énoncer  d’abord  le  théorème 
suivant  : 

La  série 


r (mod  P J 


étendue  à toutes  les  racines  de  la  fonction  (s,  ^),  si  ^(—  1 ) = 1 , 
ou  X( — ^ ^ supposer  que  ces  racines  soient 

en  nombre  illimité,  sera  convergente,  pourvu  que  k soit  supérieur 
à runilé. 

Le  théorème  précédent  ne  suffît  pas  pour  établir  l’existence 
des  racines  p.  11  faudrait  en  outre  trouver  une  limite  inférieure 
du  module  de  p,„.  On  pourrait  obtenir  ce  résultat  comme  il  suit  ; 

Supposons  — 1)  = 1.  Posons  alors 


i 


et  considérons  la  fonction 


qui,  en  vertu  de  la  remarque  du  n®  52,  sera  une  fonction  paire 
de  /.On  peut,  avec  un  peu  d’attention,  raisonner  sur  cette  fonction 
comme  M.  Hadamard  raisonne  sur  la  fonction  5(0  son 
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Mémoire,  cl  montrer  que  celte  fonction  est  du  genre  zéro  en  l^. 
On  déterminera  ensuite  avec  exactitude  la  loi  de  croissance  des 
modules  de  ses  racines,  qui  est  analogue  à celle  des  racines  de 
5(/).  Cette  loi  étant  connue  pour  le  produit 

^i(i  -4-  -J» 

lest,  par  le  fait  même,  pour  chacun  des  facteurs  séparément, 
parce  que  les  racines  de  ?|  (s,  •£)  sont  les  conjuguées  de  celles 
de  i,  [s,  i). 

36.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  cependant  à faire  celte 
démonstration,  qui  est  assez  longue,  et  nous  nous  contenterons 
d’établir,  par  la  méthode  la  plus  simple  possible,  le  résultat 
suivant  : 

Les  fonctions  et  ^2(8,  y)  sont  du  genre  un  et  non  du 

genre  zéro,  et  elles  admettent  une  infinité  de  racines  p.  La  loi  de 
croissance  des  modules  de  ces  racines  est  telle  que  la  série 

\ J -.. 

^ mod  P 

ne  peut  pas  être  convergente. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  y( — 1)  = 1 et  raisonnons 
sur  la  fonciion  ?i(s,  y).  Le  développement  de  ^1(5,  y)  en  fac- 
teurs primaires  ne  peut  renfermer  que  des  facteurs  exponentiels 
de  la  forme  et  des  facteurs  de  la  forme  (l  — puisque  la 
fonction  n’est  pas  d’un  genre  supérieur  au  premier  (35).  Les 
facteurs  exponentiels  doivent  même  disparaître  si  la  fonciion  est 
du  genre  zéro;  mais  on  peut  comprendre  ce  cas  dans  le  précé- 
dent, en  admettant  que  les  coefficients  a peuvent  être  nuis. 

Si,  par  impossible,  la  série  était  absolument  convergente, 
on  pourrait,  dans  le  développement  en  facteurs  primaires,  grouper 
séparément  les  facteurs  de  la  forme  |l  — en  produit  absolu- 
ment convergent,  et  par  suite  grouper  aussi  séparément  les  expo- 
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nentielles.  On  obtiendrait  ainsi  un  résultat  de  la  forme 

«.  (».%)  = «.  (o,x)t'»'n(i  --j, 

d’où 

Dl0gf,(s,  %)  = a -+-  2 , 

« — P 

et  le  second  membre  conserverait  une  valeur  finie  quand  s tend 
vers  l’infini  positif,  toutes  les  racines  p ayant  leur  partie  réelle 
inférieure  à l’unité  (33). 

Mais,  d’autre  part,  je  vais  montrer  que  le  premier  membre 
augmente  indéfiniment  quand  s tend  vers  l’infini  positif.  On  a, 
en  effet  (30), 

d’où 

D log  ?,  (s,  x)  = — ^ log  D log  r + log  Z (s,  x)- 

L'expression  de  Z en  produit  infini  (28)  donne 


D log  Z (5, 


^ x(q)iq 
^q--%{q) 


Ce  terme  tend  donc  vers  zéro,  quand  s tend  vers  l’infini 
positif,  tandis  que  D log  F augmente  indéfiniment  avec  s. 
Donc  D log  (s,  y)  augmente  aussi  indéfiniment.  La  série  S 
ne  peut  pas  être  convergente  et  le  théorème  est  établi. 

Le  même  raisonnement  s’applique  à ^.2  si  y( — ^ ) = — ^ • 

En  résumant  donc  les  résultats  énoncés  aux  n°*  33  et  36,  on  a le 
théorème  suivant  : 


37.  La  fonction  ^1  (5, y)  si  y ( — 1 ) ==  1 et  la  fonction  (s»  y) 
si  y( — 1)  = — U sont  des  fonctions  du  preniier  genre  ayant  une 
infinité  de  racines  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  zéro 
et  un. 
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La  fonction  Z (s,  ^),  qui  s'exprime  par  un  produit  de  trois 
fonctions  du  premier  genre 

si  :^(-4)  = i, 

\p/  s\ 


\pl  ^(s- 


?2(s,  %),  si  4)=  — 4, 


est  donc  aussi  une  fonction  entière  du  premier  genre. 


CHAPITRE  III. 

Étude  analytique  des  fonctions  de  Dirichlet  dans  le  cas 
d’un  module  composé. 


§ 4 . — Définition  et  propriétés  des  caractères  (mod.  p“)  dans 
le  cas  d'un  nombre  premier  p impair. 

38.  Définition  des  caractères  (mod  p").  — ^ Désignons  par  n 
un  nombre  quelconque  premier  à p et  par  g une  racine  primitive 
de  la  congruence 

gp^  '(p-i)  ^ j (modp^j. 

Soit  V l’indice  du  nombre  n,  c’est-à-dire  un  nombre  vérifiant  la 


congruence 

(4) = w(mod  p“). 

Représentons  par  w une  racine  quelconque  de  l’équation 

(2)  . ’ I. 

La  quantité 


x{n^  raod/>*)  = 
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est  ce  que  nous  appellerons  un  caractère  du  nombre  n (mod  p*). 
Nous  représenterons  d’ailleurs  ce  caractère  par  ^(n)  quand 
aucune  confusion  ne  sera  possible. 

On  forme  des  caractères  différents  en  remplaçant  les  unes 
par  les  autres  les  différentes  racines  des  équations  (2).  Ces 
racines  peuvent  s’exprimer  comme  puissances  successives  d’une 
racine  primitive  wj  : 


et  leur  nombre,  qui  est  celui  des  caractères  différents,  est  égal  à 
— i).  Nous  représenterons  ce  nombre,  suivant  l’usage, 
par  (p(p“). 

L’équation  (2)  n’a  que  deux  racines  réelles  -h  1 et  — 1 ; toutes 
les  autres  sont  imaginaires,  mais  leur  module  est  égal  à l’unité. 

On  donne  le  nom  de  caractère  principal  à celui  qui  est  formé 
avec  la  racine  w = 1 ; il  est  égal  à l’unité  pour  tous  les  nombres. 
En  dehors  du  précédent,  il  n’y  en  a qu’un  seul  qui  soit  réel  pour 
tous  les  nombres  n : c’est  celui  qui  correspond  à la  racine  w=ï — \ . 
Il  est  égal  à (^)»  ce  symbole  représentant,  d’après  Legendre,  le 
caractère  quadratique  de  n (mod  p). 

Nous  donnerons  à tous  les  autres  caractères  le  nom  de  carac- 
tères imaginaires.  Ceux-ci  sont  conjugués  deux  à deux,  comme 
les  racines  qui  servent  à les  former,  de  sorte  qu’à  tout  caractère 
y (n)  formé  avec  la  racine  w correspond  un  caractère  conjugué 
ou  opposé,  que  nous  représenterons  par  les  notations 

% 

et  qui  est  formé  avec  la  racine  conjuguée  de  la  première.  S’il 
y a lieu  de  les  distinguer  entre  eux,  nous  représenterons  encore 
les  différents  caractères  par 


%o,  %-i, 

et  nous  conviendrons  que  yo  représente  le  caractère  principal. 
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Enfin,  pour  un  caractère  quelconque,  formé  avec  la  racine 
on  a 

Le  caractère  y{ — 1)  est  donc  égal  à -i-  1 ou  — 1 suivant  que 
la  racine  w qui  sert  à le  former  est  une  puissance  paire  ou  im- 
paire de  la  racine  primitive  w>|. 

39.  Les  caractères  ainsi  définis  jouissent  encore  des  quatre 
propriétés  fondamentales  correspondant  à celles  du  n®  21 , savoir  : 

1®  Pour  deux  nombres  quelconques  n et  n'  premiers  avec  /), 
on  a 

x(n)x{n')^x[nn’)] 

2®  Si  n s n'  (mod  p“),  on  a 

3®  La  somme  2 s’étendant  à tous  les  nombres  inférieurs  à p"" 
et  premiers  à p,  on  a,  dans  le  cas  du  caractère  principal, 

2 3Co(«)  ==  î {P% 

n 

et  pour  tout  autre  caractère, 

2z(«)  = o; 

n 


4®  La  somme  8 s’étendant  à la  totalité  des  caractères,  on  a, 
pour  un  nombre  n quelconque, 

8xW==o, 

sauf  cependant  si 

, w=i(modp“). 


8xW-f(p“)- 


et,  dans  ce  cas, 
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40*  Subdivision  des  caractères  en  trois  classes.  — Dans  le 
cas  d’un  nombre  premier,  nous  n’avions  subdivisé  les  caractères 
qu’en  deux  classes.  Ici  nous  rencontrons  une  classe  de  plus  : 

La  première  classe  renfermera  le  caractère  principal  seule- 
ment, comme  dans  le  cas  d’un  module  premier. 

La  deuxième  classe  renfermera  les  caractères  impropres 
(mod  p“).  Nous  appellerons  ainsi  ceux  qui  sont  en  même  temps 
des  caractères  (mod  en  désignant  par  p'^~^  une  puissance 

de  P inférieure  à 

Pour  que  cette  circonstance  se  présente,  il  faudra  que  le 
caractère  x soit  formé  avec  une  racine  w de  l’équation 

qui  soit  en  même  temps  racine  de 

Si  l’on  désigne  donc  par  wj  une  racine  primitive  de  la  pre- 
mière équation,  il  faudra  qu’on  ait 

» = 

Le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  w fournies  par  cette 
équation  est  (a  — 1 ) (p  — 1 ).  Mais,  comme  nous  excluons  de  la 
classe  actuelle  le  caractère  principal,  on  voit  que  le  nombre  des 
caractères  impropres  (mod  p°^)  se  réduit  à (a  — l)(p  — 1)  — !• 

On  remarquera  encore  que  la  classe  qui  nous  occupe  renfer- 
mera toujours  le  caractère  réel  formé  avec  la  racine  w == — 1, 
car  celui-ci  étant  égal  à est  aussi  un  caractère  (mod  p). 

Enfin,  la  troisième  classe  renfermera  tous  les  autres  carac- 
tères, que  nous  appellerons  les  caractères  propres  (mod  p°^). 

D’après  les  définitions  précédentes,  un  caractère  impropre 
(mod  p“)  sera  un  caractère  propre  pour  un  module  convenable 
p“"\  D’ailleurs,  les  nombres  n premiers  à p“"^  et  à p^  sont  les 
mêmes,  sauf  pour  a — X==  0.  Si  donc  nous  laissons  de  côté  le 
caractère  principal,  sur  lequel  nous  reviendrons  plus  tard,  on 
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voit  que  nous  pouvons  nous  borner  à étudier  le  cas  d’un  carac- 
lère  propre  (mod 

On  a le  théorème  général  suivant  : 

41.  Théorème.  — Soient,  d*unepart,  8 ==  p®'"^  et  S deux 
puissances  de  p;  d'autre  part,  a e/  A deux  nombres  premiers  à p. 
Soit  ensuite  1 un  nombre  qui  passe  par  toutes  les  valeurs  de 
0 à 8 — 1.  Je  dis  que  ton  a,  dans  le  cas  d'un  caractère  propre 
(mod p“  = mod  8 A), 

5-1 

/=o 

En  effet,  les  8 nombres  premiers  à p : 

a,  a -4- AA,  o 2AA, ...  a -4- (<î  — 1)  AA, 

sont  congrus  entre  eux  (mod  A = mod  p^);  d’autre  part,  ils  sont 
incongrus  entre  eux  (mod  8 A = mod  p®'),  car  si  l’on  avait 

/AA  ^ /'AA  (mod  AeJ), 

on  en  tirerait  (A  étant  premier  à A) 

/ = /'  (mod  ^), 

ce  qui  est  impossible  pour  / et  /'  < 8. 

Désignons  donc  les  8 indices  de  ces  nombres  par 

ces  indices  seront  congrus  entre  eux  [mod  p^"*  (p i)]  et 
incongrus  [mod  p“  * (p  — 1)].  La  suite  précédente  doit  donc  être, 
à l’ordre  près,  équivalente  [mod  p®'**  (p  — 1)]  à la  suivante  : 

>'o  + P^'‘(P  — 1).  >'.  + V''(p  — "l)."  — 1), 

qui  est  la  seule  distincte  possédant  les  deux  propriétés  indiquées. 
Posons  donc,  en  abrégé, 
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il  viendra 

2 ~ [*  -4-  Wj  -+-  aj  4-  • • -f-  <i>î~’], 

1=0 

et  le  second  membre  se  met  sous  la  forme 


Le  dénominateur  — i)  ne  peut  s’annuler  pour  un  carac- 
tère propre,  par  définition;  d’autre  part,  le  numérateur  est  nul, 
car 

»f  — 4 = «''“■'i'’-*)  — 4=0; 
donc  le  théorème  est  établi. 


§ 2.  — Définition  et  propriétés  des  caractères  (mod  2'). 

42.  Définition  des  caractères  (mod  2').  — Il  n’y  a pas  de 
caractères  (mod  2);  nous  supposerons  donc,  dans  ce  qui  suit, 

c>\. 

Pour  tout  nombre  impair  n,  on  peut  poser 
n s (— i )“5^(mod  2*j, 

où  a est  un  des  nombres  (0,  1)  et  X un  des  nombres 
(0, 1, 2, . ..  2"“’ — 1).  A tout  nombre  n correspondent  deux 
nombres  a et  X,  déterminés  d’une  manière  unique  et  qu’on 
appelle  les  indices  de  n (mod  2'). 

Dans  le  cas  particulier  où  c est  égal  à 2 et  le  module  à 4,  on 
pose  simplement 

n = ( — I )^(mod  4), 

et  les  considérations  relatives  au  nombre  5 peuvent  être  suppri- 
mées. Mais  ce  cas  peut  être  considéré  comme  rentrant  dans  le 
cas  général,  car  (c  — 2)  étant  nul,  X est  nécessairement  nul,  et 
le  nombre  5 ne  joue  aucun  rôle  dans  le  caractère  délini  précé- 
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demmeni.  Les  considérations  que  nous  allons  développer  pour 
le  cas  général  s’appliqueront  donc  encore  pour  c = 2. 

Désignons  par  8 et  des  racines  respectivement  des  deux 
équations 

(2) 

on  dit  que  la  quantité 

x(n,  mod  2*)  ==  6“;^^ 

est  un  caractère  du  nombre  n (mod  2*).  Nous  le  désignerons 
encore  simplement  par  (ti)  si  aucune  confusion  n’est  possible. 

On  forme  encore  des  caractères  différents  en  substituant  les 
unes  aux  autres  les  différentes  racines  des  équations  (2).  Le 
nombre  de  ces  caractères  différents  est  donc  encore  égal  à 
cp(2‘)  = 2‘-L 

On  appelle  caractère  principal  celui  qui  est  formé  avec  les 
racines  8 = 1,^1=  1.  Tous  les  autres  caractères  ont  encore  leur 
module  égal  à l’unité.  Parmi  ceux-ci,  il  y en  a encore  trois  qui 
sont  réels  pour  tous  les  nombres  n;  ce  sont  ceux  qui  sont  formés 
avec  les  racines 

(d  = 4,  ,^=.=  — 4),  (e  = — 4,  if==4),  (0  = — -4,  — 4). 

Comme  antérieurement,  nous  donnerons  aux  autres  caractères 
le  nom  de  caractères  imaginaires  et  à ceux-ci  le  nom  de  carac- 
tères réels. 

On  reconnaît  sans  peine  que  les  caractères  (mod  2")  jouissent 
des  quatre  propriétés  fondamentales  analogues  à celles  des 
n"*21  et  39.  Il  est  inutile  de  les  transcrire  encore  une  fois. 

Enfin,  le  nombre  (—  1)  ayant  pour  indices  (a  = 1,  X==0), 
le  caractère  x(  à (-h  i)  ou  à (—  1)  sui- 

vant qu’il  sera  formé  avec  la  racine  0c=3-f-4  ou0  = — Ide 
réquation  0^  1. 


43.  Subdivision  des  caractères  en  trois  classes.  — Nous  avons 
à reproduire  ici  les  mêmes  distinctions  qu’au  paragraphe  précé- 
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déni.  Nous  partageons  les  caractères  (mod  2*)  en  trois  classes  : 
La  première  classe  renferme  le  caractère  principal  seulement. 
La  deuxième  classe  renferme  les  caractères  impropres  (mod  2*). 
Ce  sont  ceux  qui  sont  formés  avec  une  racine  r\  de  l’équation 


qui  est  en  même  temps  racine  de  l’équation 


de  degré  moindre.  Ces  caraclères-là  sont  aussi  des  caractères 
(mod  2*“^)  et  j est  compris  entre  0 et  c (limites  exclues). 

La  troisième  classe  renferme  les  caractères  propres  (mod  2*). 
Ce  sont  tous  les  autres. 

Remarques.  — Si  c = 2,  les  caractères  (mod  4)  sont  formés 
avec  les  seules  racines  de  0“^  = 1.  Il  n’y  a que  deux  caractères. 
L’un  est  le  caractère  principal  ; l’autre  est  un  caractère  propre, 
qui  est  réel. 

Si  c = 5,  la  seconde  des  équations  (2)  devient 

de  sorte  que  les  caractères  (mod  8)  sont  encore  tous  réels. 

Ils  correspondent  aux  combinaisons  de  racines 

(v=;l»e=— I),  (>?=  — 1,0='!),  (y=— C6=— I). 

La  première  combinaison  donne  le  caractère  principal;  la 
seconde,  un  caractère  impropre  (mod  8),  car  c’est  un  caractère 
(mod  4);  les  deux  dernières  donnent  des  caractères  propres 
(mod  8). 

Enfin,  pour  une  puissance  de  2 supérieure  à 8,  tous  les 
caractères  propres  sont  imaginaires. 

44.  On  peut  étendre  au  cas  actuel  le  théorème  du  n®  41. 
Théorème.  — Soient^  d'une  part,  ^ = 2'“^  et  — 2^  deux  puis- 
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tances  de  2;  d' autre  pari,  Vi  et  k deux  nombres  impairs.  Soit 
ensuite  I un  nombre  qui  passe  par  toutes  les  valeurs  entières  de 
0 àà  — 1 ; /e  dis  que  l'on  a,  dans  le  cas  d'un  caractère  propre 
(mod  mod  2'), 

2 Z *iiod  (?A)  ==  0. 

/=0 

La  conclusion  est  immédiate  si  A = 2,  ear,  dans  ce  cas, 
(a  -h  l AA)  représente  successivement  tous  les  résidus  impairs 
(mod  2‘),  et  la  somme  précédente  s’annule  en  vertu  d’une  des 
quatre  propriétés  générales  des  caractères. 

Supposons  donc  y>  1 . Les  nombres 

a,  a -t- AA,  a -t- 2AA, ...  a (J  — 1)  AA 

sont  congrus  entre  eux  (mod  A = mod  2^)  et  incongrus 
(mod  M = mod  2*).  Si  l’on  désigne  donc  leurs  indices  (mod  2") 
par  les  suites 

ao,  «1,  «2,..  «5  1*, 

^ Il  ^2?  '•  15 

les  indices  a seront  congrus  entre  eux  (mod  2);  en  outre,  les 
indices  l seront  congrus  entre  eux  (mod  2^"^)  et  incongrus 
(mod2''‘^).  La  suite  des  indices  1 est  donc  équivalente  (mod  2'  *^) 
à la  suite 


>0,  >0  2^’'%  ^0  + 2.2^-* . . ^0  + (^—  1)2^’ 

en  ne  tenant  pas  compte  de  l’ordre  des  termes.  Par  conséquent, 
si  l’on  pose  en  abrégé 


^1  = ^ 


il  viendra 

S-t 


2 z(<î  ^AA,  mod  (îA)  = 6“V®  [\  -4-  H-  i;î 
/=0 

, >lf-  ^ 

= ^ 0, 
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parce  que  (yii  — 1)  est,  par  définition,  différent  de  zéro  pour 
un  caractère  propre,  tandis  que  le  numérateur 

Le  théorème  est  donc  établi. 


§ 3.  — Définition  et  propriétés  des  caractères  (mod  M), 
pour  un  module  M quelconque, 

45.  Définition  des  caractères  (mod  M).  — Décomposons  IM 
en  ses  facteurs  premiers 

M = .... 

Soit  ensuite  n un  nombre  premier  à M.  Oti  appelle  caractère 
de  n (mod  M)  le  produit  des  caractères  de  n selon  les  modules 
respectifs  pf%  ...  auxquels  nous  donnerons  le  nom  de 
modules  composants.  On  a,  donc  par  définition, 

X(w,  mod  M)  = mod  pf-*) ... . 

Dans  le  cas  où  c = 1 , comme  il  n’y  a pas  de  caractère  (mod  2), 
on  supprime  le  premier  facteur  au  second  membre,  comme  dans 
le  cas  où  M est  impair. 

Le  caractère  principal  est  celui  qui  est  formé  du  produit  des 
caractères  principaux  selon  tous  les  modules  composants 
. Nous  le  désignerons  par  Tous  les  caractères  ont 
leur  module  égal  à l’unité  et  leur  nombre  est  égal  à cp  (M),  en 
représentant,  comme  d’habitude,  par  (p  l’indicateur  de  Gauss. 

Pour  un  caractère  ^ quelconque,  on  a 

x(-1,modM)  = zhl, 

puisqu’il  en  est  ainsi  pour  les  modules  composants. 

46.  Les  caractères  (mod  M)  jouissent  des  cinq  propriétés 
suivantes  : 


1®  Pour  deux  nombres  n et  n'  premiers  à M,  on  a 


2“  Si  n^n'  (mod  M),  on  a la  relation 

x(w)  = xK)- 

3®  La  somme  S'  s’étendant  à tous  les  nombres  premiers  à M 
et  inférieurs  à M,  on  a,  dans  le  cas  du  caractère  principal, 

2'/.oW=f(M). 

n 

et  pour  tout  autre  caraclère, 

2'  7-(«)  = 0; 
n 

4®  La  somme  S s’étendant  à la  totalité  des  caractères,  on  a, 
pour  tout  nombre  n premier  à M, 

sauf  si  (mod  M),  auquel  cas 

Sx(n)==?(M). 

X 

5®  Si  M et  M'  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux  et  pre- 
miers à w,  on  a 

x(w,  mod  MM')  = x(w,  mod  M)x(w,  mod  M') 

46.  Subdivision  des  caractères  en  quatre  classes,  — Dans  le 
cas  où  M est  un  nombre  composé,  les  caractères  (mod  M)  doivent 
se  partager  en  quatre  classes,  comme  il  suit  : 

La  première  classe  renferme  le  caractère  principal, 

La  deuxième  classe  renferme  les  caractères  formés  avec  des 
caractères  principaux  suivant  une  partie  seulement  des  modules 
composants.  Nous  donnerons  à cos  caractères  le  nom  de  carac- 
tères incomplets  (mod  M). 
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Nous  rangerons  dans  la  troisième  classe  les  caractères  impropres 
(mod  M).  Ce  sont  e(Mix  qui  ne  renferment  dans  leur  eomposition 
aucun  caractère  principal  par  rapport  aux  modules  composants, 
mais  un  on  plusieurs  earaclères  impropres. 

Enfin  nous  rangerons  dans  la  quatrième  classe  les  caractères 
propres  (mod  M).  Ce  sont  ceux  qui  sont  exclusivement  formés 
de  caractères  propres  suivant  tous  les  modules  composants. 

Les  caractères  des  deux  premières  classes  doivent  exiger  des 
considérations  spéciales.  Mais  l’étude  des  caractères  impropres 
(mod  M)  se  ramène  immédiatement  à celle  des  caractères 
propres.  En  effet,  lou!  caractère  impropre  (mod  M)  est  un  carac- 
tère [)ropre  (mod  M'),  en  désignant  par  M'  un  diviseur  de  M qui 
contient  tous  les  mêmes  facteurs  premiers  et  qui  est,  par  consé- 
quent, premier  avec  tous  les  mêmes  nombres. 

47.  On  a encore  le  théorème  suivant,  qui  généralise  ceux  des 
n*”*  41  et  44. 

Théorème.  — Soient,  d\me  part,  A e/  8 deux  nombres  formés 
des  mêmes  facteurs  premiers*  de  Vautre,  a A deux  nombres  pre- 
miers avec  les  précédents.  Soit  ensuite  I un  nombre  qui  passe  par 
toutes  les  valeurs  entières  0 à 8 — \\  je  dis  que  Von  a,  dans  le 
cas  d’un  caractère  propre  (mod  8A), 

O— i 

^ z{a  -h  /AA,  mod  ^A)  = 0. 

/=0 

Si  les  nombres  A et  8 ne  renferment  qu’un  seul  facteur  pre- 
mier, le  théorème  a été  démontré  antérieurement  [(41)  et  (44)]. 
Nous  pouvons  donc  supposer  maintenant  que  ces  nombres  ren- 
ferment plusieurs  facteurs  premiers.  Pour  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  qu’ils  en  renferment  (rois  seulement,  p^,  Pz,  mais 
la  démonstration  sera  générale.  Posons  donc  (/?,  pouvant  être 
égal  à 2) 

A = pip^pl 

i 
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On  attribuera  à l toutes  les  valeurs  que  celte^ quantité  doit 
prendre  dans  la  somme  considérée,  en  posant 

l = k^pf-^  -4-  k^pf-'^pl 

et  en  donnant  à A:,,  A’2»  ^3  tous  les  systèmes  de  valeurs  compris 
dans  le  tableau 


11 

JD 

10 

1 

r 

■ ipi  "-“i), 

«•3=0,  1,2,. 

..  -1). 

Pour  établir  le  théorème,  il  suffît  donc  de  montrer  que,  pour 
tout  système  particulier  de  valeurs  de  A:,  et  de  A'2,  la  somme 
étendue  à toutes  les  valeurs  de 

^ Z {a  /AA,  niod  ^A)  — 0. 

Comme  on  a 

(?A  ==  pfpipï, 

le  caractère  ^ (fl  -h  / A A,  mod  SA)  est  égal  au  produit  de  deux 
autres  (45,  5®) 

z{a  -4-  /AA,  mod  pfpi)z{a  -4-  /AA,  mod/)^). 

Le  premier  de  ces  deux  caractères  ne  varie  pas  avec  A'3 
(45,  2®)  ; nous  sommes  donc  ramenés  à montrer  que  la  somme 

2 /(«  -+-  /AA,  mod  pi) 

h 

est  égale  à zéro.  Posons,  pour  simplifier, 

A'  = pL  A'  = Apf/)f, 

= py-^  ; a'  ^ a (k\  -4-  kip})kà  ; 

eelte  dernière  somme  pourra  s’écrire  sous  la  forme 

o'-l 

2 /.(«'  M'A',  mod  M'), 

1 = 0 

et  elle  s’annulera  par  le  théorème  du  n®  41 . 
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§4.  — Définition  et  propriétés  des  fonctions  (x,y  mot!  M)  et 

^2  (X,  niod  M)  dans  le  cas  d'nn  caractère  propre  (mod  M). 

48.  Les  fonctions  qui  vont  nous  occuper  renferment,  comme 
cas  particulier,  celles  qui  ont  été  définies  au  n“  23.  Les  dévelop- 
pements que  nous  avons  donnés  alors  nous  permettront  d’abréger 
un  peu  les  démonstrations  du  paragraphe  actuel. 

Nous  poserons  comme  première  définition 


n*7rx 

~1Â~ 


Dans  ces  sommes,  on  doit  donner  successivement  à n toutes 
les  valeurs  entières  positives  et  négatives  premières  avec  M.  Les 
sommes  sont  alors  absolument  convergentes,  pourvu  que  x soit 
positif. 


On  reconnaît,  comme  au  n®  22,  qu’il  y a deux  cas  à distinguer  : 
1 ® Si  y ( — 1 , mod  M)  = 1 , on  a 


2“  Si  y ( — 1 , mod  M)  = — 1 , on  a 


On  n’a  donc  à étudier  la  fonction  (|ue  si  y ( — 1)  = 1 et  la 
fonction  si  y ( — 1)  = — 1. 


49.  Étude  de  y)  (itiand  y( — 1)  = 1.  On  trouve, 

comme  au  n”  23,  la  relation 


(4)  . . 
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Dans  la  somme  2',  il  faut  donner  à k toutes  les  valeurs  pre- 
mières à M et  inférieures  à M.  C’est  pour  cela  que  nous  avons 
accentué  celte  somme. 

Enfin,  en  transformant,  comme  au  n®  23,  le  second  membre 
de  l’équation  (4),  il  vient 


(S) 


c)  r _ M 

X inod  M)  = — ^ 2 U 2^ 
iMæ  ”=<  L 


/ [^)  cos 


^kuTtl 

~ÿr  J 


Mais  la  somme 


M 


k={ 


/.(A)  cos 


HkuT: 

M 


s’évalue  encore  aisément. 

1®  Si  w et  M ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  je  vais  montrer 
que  celle  somme  est  nulle,  dans  l’iiypothèse  d’un  caractère  propre 
(mod  M)  dans  laquelle  nous  nous  sommes  placés. 

Si  n est  un  multiple  de  M,  la  somme  se  réduit  à 


h-\ 

et  la  conclusion  est  immédiate  (45,  3®) 

Occupons-nous  donc  du  cas  plus  difficile  où  n et  M ont  un  plus 
grand  facteur  commun  d différent  de  M. 

Posons,  n'  et  M'  étant  premiers  entre  eux, 

M = dM\  n = dn'. 

11  viendra,  en  groupant  les  termes  dont  les  cosinus  ont  la 
même  valeur. 


s Tr-|[ 

Dans  la  somme  intérieure 


V/  IL 

COS-— 2'x(*  -I-  HiM)  • 
fn=0  J 


d 

Z [k  + mM'), 


- - 

m prend  toutes  les  valeurs  inférieures  à d,  pour  lesquelles 
(/c  -h  mM')  est  premier  avec  M.  Pour  établir  le  théorème,  il  suffît 
évidemment  de  démontrer  que  cette  dernière  somme  est  nulle 
pour  toutes  les  valeurs  de  k, 

A cet  effet,  posons 

I d’où 

A et  8 étant  formes  de  la  réunion  des  facteurs  premiers  qui  sont 
communs  à d et  M';  dj  de  la  réunion  de  ceux  de  d qui  ne  divisent 
pas  M',  et  M-i  de  la  réunion  de  ceux  de  M qui  ne  divisent  pas  d. 
De  la  sorte,  8 et  A renferment  les  mêmes  facteurs  premiers,  et  les 
trois  nombres  (8A),  d^  et  M,  sont  premiers  entre  eux  deux  à 
deux. 

Comme  les  nombres  qui  sont  premiers  à M sont  les  mêmes  que 
ceux  qui  le  sont  à on  attribuera  à m toutes  les  valeurs  que 
cette  quantité  prend  dans  la  somme  qui  nous  occupe,  en  posant 


puis,  en  donnant  dans  le  second  membre  à n toutes  les  valeurs 
inférieures  à pour  lesquelles  (k  -t-  nW)  est  premier  à M, 
ensuite  à l toutes  les  valeurs  de  0 à (8  — I). 

On  a ainsi 

^-1 

2 wM')  =2  + 

n J=0 

Il  suffit  maintenant  de  montrer  qu’on  a,  pour  toute  valeur  par- 
ticulière de  n, 

n i 

/=0 

C’est  bien  ce  (|ui  a lieu,  car,  comme  M = (8A)  d|  Mj,  le  carac- 
tère (mod  M)  est  un  produit  de  trois  autres,  qui  correspondent 
aux  trois  facteurs  premiers  entre  eux  de  M. 
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Deux  de  ces  caractères,  savoir 

x{k  mM\  mod  d^), 

X (A:  -H  mM',  mod  M,), 

sont  invariables  dans  la  somme  par  rapport  à /,  écrite  en  dernier 
lieu.  Quant  à la  somme  des  troisièmes  : 

O-i 

2 -4-  (n  mod  M), 

t=0 

OÙ  l’on  posera,  en  abrégé, 

k -4-  = a, 

/d,M'  = /d,M,A  = /AA, 
elle  se  mettra  sous  la  forme  ; 

2 ^AA,  mod  <?A), 

/=0 

et  elle  s’annule  par  le  théorème  du  n®  47.  Notre  conclusion  (1®) 
est  donc  établie  ; 

2®  Si  n et  M sont  premiers  entre  eux,  on  a 


V/  /i\  ^kîln  1 ^knr 

2'  X {k)  ««s  ir  = ^ I'  X (kn)  cos 


M 


Mais  quand  k varie,  le  produit  kn  représente,  en  même  temps 
que  k,  le  système  complet  des  résidus  (mod  M)  qui  sont  premiers 
à M.  Posons  donc 

M 24;7r 

(6) x{k)cos—; 

*=1 


on  aura,  quel  que  soil  » premier  avec  M, 


2'  xW 

A=1 


^knn  t 

COS-— ==  — T,(x). 

M xM 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (5),  il  vient 

/i  M 

^ 1/mx  yJ 

En  posant,  pour  simplifier, 

(8)  ‘!'i(x)  = ei(x)l^M, 

on  trouve  la  relation  fonctionnelle 

1 /IM 

(9)  . . . . 'ri(x,  xmodM)=fi(/J  — T, 

On  montre  ensuite,  comme  au  n»  23,  que  le  module  de  ej  (y) 
est  égal  à l’unité.  Cette  quantité  elle-meme  serait  égale  à un 
si  le  caractère  était  réel. 


50.  Étude  de  X quand  y ( — i ) = — 1 . On 

trouve  d’abord,  comme  au  n®  25, 


(iO)  . . .'F,(x,xmodM)  = M2' Mx), 


puis,  par  la  relation  fonctionnelle  que  vérifie  la  fonction  ^^2» 


2 so  M 2/fW7r 

(il)  'F2(x,  xmod  M)  == 

x\/  Mx  «=‘ 


M 


Cette  relation  se  simplifie  comme  dans  le  cas  précédent. 
i°  Si  n et  M ne  sont  pas  premiers  entre  eux, 

. ^knn 

I ,.(i)s,n_  = 0; 


2*  Si  n est  premier  à M,  on  pose 


(12) 


(x)  = 2'z('-)si 


sin 


SA-tt 

ir*’ 


“ o6  — 


on  a alors 


^ , ^knn  1 


En  subslilnant  ces  valeurs  dans  la  formule  (11),  on  trouve 


(15) 


M 2 (x,  X mod  M)  m g - 


I 1 


X X 


On  pose  encore 
(U) = 

et  on  en  déduit  la  relation  fonctionnelle  à laquelle  satisfait  la 
fonction  ^2  sous  la  forme  définitive 

(15)  . . . T2(x,  X mod  M)  = e2(x)  - ) • 

xl/x  /J 

On  montre  enfin,  comme  au  n®  25,  que  le  module  de  £2  (x^ 
est  égal  à Tuniié.  Ce  facteur  lui-même  serait  égal  à un  si  le 
caractère  était  réel. 


§5.  — Définition  et  propriétés  des  fonctions  Z(s,  ^),  (s,^) 

et  ^2  y)  dans  le  cas  d’un  caractère  propre  (mod  M). 


51.  Nous  définirons  la  fonction  Z (5,^ mod  M), pour  ^(5)  > 1, 
par  les  expressions  absolument  convergentes 


(^) 


Z (*,/.) =2'—=° 


n" 


où  n désigne  successivement  tous  les  nombres  entiers  premiers 
kM  etq  Ions  les  nombres  premiers  qui  ne  divisent  pas  M. 

L'expression  de  Z (s,  y)  en  produit  infini  montre  que  celte 
fonction  ne  peut  s’annuler  pour  <0\(s)>1.  Pour  ^(s)=  1,  le 
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produit  cesse  de  converger  ; on  ne  peut  donc  pas  affirmer,  sans 
plus  ample  examen,  que  la  fonction  Z(s,y)  ne  peut  pas  s’annuler 
pour  des  valeurs  de  s dont  la  partie  réelle  est  égale  à un.  Nous 
ferons  cette  démonstration  dans  un  chapitre  ultérieur. 

La  série  (1),  au  contraire,  converge  (mais  non  absolument)  pour 
efî\(s)>0.  Nous  n’insisterons  pas  sur  cette  circonstance  qui  ne 
nous  servira  pas,  et  nous  allons,  dans  le  paragraphe  actuel, 
établir  la  relation  fonctionnelle  à laquelle  satisfait  la  fonction 
Z (s,  ^ mod  M)  dans  le  cas  d’un  caractère  propre  (mod  M).  Cette 
relation  a été  trouvée  par  M.  Lipschilz,  qui  l’a  obtenue  directe- 
ment (*).  Il  nous  paraît  plus  simple  de  la  rattacher  aux  propriétés 
des  fonctions  et  'F2  du  paragraphe  précédent. 

52.  La  fonction  Z (s,  ^),_  comme  nous  l’avons  déjà  vu  au 
n®29,  jouit  de  propriétés  très  distinctes,  suivantque^(  — 1)=  h-  1 
ou — 1.  Suivant  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  cas,  la  fonction  se 
ramène  à la  fonction  'Fi  ou  T2. 

1®  Si  ^(  — I)==:i,  on  définit,  comme  au  n®  30,  une  nouvelle 
fonction  (5,^)  par  l’équation 


(2)  . . . e.(s,xniodM)=  -r^T  - Z(.s,/J, 


qui  ramène  Z à Puis  au  moyen  de  la  relation 


on  trouve,  pour  cR  (s)  > 1,  par  la  formule  (2)  du  paragraphe 
précédent  (48), 


(3)  . 


(*)  Uutersucliungen  der  Eigenschaften  ciner  Gattung  von  uncndlichen  Reihen. 
Journal  de  Crelle,  t.  CV,  1889. 
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2®  Si  x( — i)  = — 1,  on  ramène  la  fonction  Z à une  nouvelle 
fonction  Ç2(^>x)  formule 


(4)  . 


Puis,  au  moyen  de  la  relation 


on  trouve,  pour  c?R(s)>1,  par  la  formule  (3)  du  paragraphe 
précédent  (48), 


I X»CI5 

(o)  . . . 4*2  (s,  X mod  M)  = - / m , (x,  x)x  ^ dx. 


53.  Les  formules  (3)  et  (5)  du  numéro  précédent,  comme  les 
formules  correspondantes  du  n®  30,  sont  valables  pour  toute 
valeur  de  s et  prouvent  que  et  ^2  sont  synectiques  dans  tout  le 
plan.  Mais  pour  mettre  celte  circonstance  en  évidence,  il  faut 
reproduire  la  transformation  du  n®  31.  On  trouve  ainsi,  eu  égard 
aux  formules  (9)  et  (15)  du  paragraphe  précédent  : 


l-Si  x(-l)=l. 


(6)  . 
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54.  Les  deux  formules  précédentes  mettent  en  évidence  la 
propriété  fonctionnelle  des  fonctions  ?!  et  ?2i  comme  on  l’a  vu 
encore  au  n®  31.  On  a 

(8)  Ç.(s.z)=f,(/.)5,  (i 

(9)  = J;). 

d’où  le  théorème  suivant  : 

Les  fonctions  (s, — \)^\,ou 
se  reproduisent  respectivement,  multipliées  par  un  facteur  indé- 
pendant de  s et  de  module  égal  à un,  par  le  changement  simul- 
tané de  s en  (1  — s)  et  de  en  -•  Dans  le  cas  particulier  d'un 
caractère  ^ réel,  ces  fonctions  se  reproduisent  simplement  par  le 
changement  des  en  (1  — s). 

55.  Remarque.  — Ce  résultat  peut  encore  s’énoncer  comme 
il  suit  : Si  ^ ( — 1)  ==  1,  le  produit 


OU,  si  ^ ( — 1)  = — 1 , le  produit 


demeurent  invariables  par  le  changement  de  5 en  (1  — s). 

56.  Conséquences  relatives  aux  zéros  de  et  ^2-  — Les  théo- 
rèmes précédents  conduisent  identiquement  aux  conclusions 
développées  au  ri®  33  et  que  nous  pouvons,  par  conséquent,  nous 
contenter  d’énoncer  ici  : 

Si  les  fonctions  ou  ont  des  racines,  ce  sont  nécessaire- 
ment des  racines  de  Z et  ces  racines  ont  nécessairement  leur 
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partie  réelle  comprise  entre  zéro  et  un  (limites  non  exclues 
jusqu’à  présent). 

67.  Genre  des  fonctions  (s,  y)  on  (§»  %)•  — La  démonstra- 
tion que  nous  avons  faite  au  chapitre  précédent,  § 4,  s’applique 
sans  changement  au  cas  général,  cl  nous  pouvons  énoncer  les 
conclusions  suivantes  : 

Les  fonctions  si  i( — 1)=1,  ou  ^^(s,y)  si  — 1)==  — i, 

sont  des  fonctions  entières  du  premier  genre  Elles  ont  une  infi- 
nité de  racines  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  zéro  et 
un  (limites  non  exclues  jusqu’à  présent).  Enfin,  si  l’on  désigne 
en  général  par  p les  racines  d’une  de  ces  fonctions,  la  série  éten- 
due à toutes  ces  racines 


sera  convergente  pour  A:  > i , divergente  pour  A:  ==  I . 

68.  Genre  de  Z (s,  y).  Racines  de  cette  fonction.  — Dans  tous 
les  cas,  Z (s,  y)  se  présente  comme  un  produit  de  trois  fonctions 
du  premier  genre  : 

Pour  ^ ( — i ) = 1 , on  a 


Pour  ^ ( — i)  = — 1, 


Donc  la  fonction  Z est  une  fonction  du  premier  genre.  Celle 
fonction  a une  infinité  de  racines  dont  les  parties  réelles  ne 
peuvent  surpasser  l’unité.  Ce  sont  d’abord  tous  les  pôles  de 


r (0  si  ^(—  1)=  l.ou  bien  tous  ceux  deF (^^)si  ^(— 1 )= — 1. 


En  outre,  une  infinité  de  racines  dont  la  partie  réelle  est  com- 
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prise  entre  zéro  et  un,  el  qui  sont  cellt*s  de  ou  de  ^2  suivant  le 
cas.  Dans  la  suite,  nous  n’aurons  aucune  raison  de  distinguer  ces 
racines  les  unes  des  autres.  C’est  pourquoi  nous  représenterons 
en  général  les  racines  de  Z {s,  y)  par  p (^)  sans  distinction. 

Il  est  encore  important  de  remarquer  que,  pour  les  racines 
P (^)  ainsi  définies,  la  série 

y ^ 

^ [mocl  p'/)]‘ 

étendue  à toutes  ces  racines,  sera  encore  convergente  pour 
A:>  1,  car  cette  proposition  est  vraie  respectivement  pour  les 
deux  catégories  de  racines  (jui  avaient  été  distinguées  précédem- 
ment. 


I 0.  — Propriétés  de  la  [onction  Z (s,  dans  le  cas  d\in  carac- 
tère quelconque  (mod  M). 

59.  Si  ^ est  un  caractère  propre  (mod  IM),  les  propriétés  de 
la  fonction  Z {s,  y)  ont  été  étudiées  au  paragraphe  précédent. 

Si  y est  un  caractère  impropre  (mod  M),  nous  savons  que  y^ 
sera  un  caractère  propre  (mod  M'),  en  désignant  par  M'  un  cer- 
tain diviseur  de  M,  et  l’on  a 

Z (s,  X uiod  M)  = Z (s,  X mod  M'). 

On  est  donc  immédiatement  ramené  au  cas  précédent.  Nous 
n’avons  donc  plus  à examiner  que  le  cas  d’un  caractère  incomplet 
(mod  M)  et  celui  du  caractère  principal. 

60.  Cas  d*un  caractère  incomplet  (mod  M).  Supposons  que 
l’on  ait 

M = . . . pV‘. 

Un  caractère  incomplet  renferme,  par  définition,  dans  sa 
composition  plusieurs  caractères  principaux  par  rapport  aux 
modules  composants.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  ce  soit 
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par  rapport  à />f‘,  pf,  ...  />f'.  Le  caractère  ^ sera  un  caractère 
propre  ou  impropre  pour  le  module 


M,= 


M 


Or  la  fonction 

Z(.s,xmodM)  = n(l  — 

ne  diffère  de 

Z (s,  X modM 


p^^Pi^ . . . Pi‘ 

x{(j,  mod  M)\  ‘ 


\ 


mod  M,) 


que  par  la  suppression  des  facteurs 

^ x(p,  mod 

ps  j 

relatifs  aux  nombres  premiers  p qui  divisent  M sans  diviser  Mj. 
Désignons  donc  par 

/Jp,  mod  MQ 

f 


A(s, /.)  = nM 


le  produit  des  inverses  de  ces  facteurs  qui  sont  en  nombre  limité. 
Comme  les  facteurs  qui  le  composent,  A (s,  y)  sera  une  fonction 
entière  dans  toute  Tétendue  du  plan,  elle  sera  du  premier  genre 
et  admettra  une  infinité  de  racines  dont  la  partie  réelle  sera 
nulle. 

On  aura 

Z (s.  X mod  M)  = A (s,  x)Z(s,  x mod  M,). 

Donc  la  fonction  Z (s,  mod  M)  sera  encore  une  fonction 
entière  du  premier  genre  comme  les  deux  facteurs  qui  la  com- 
posent. Cette,  fonction  aura  une  infinité  de  racines  dont  la  partie 
réelle  ne  peut  surpasser  l’unité;  seulement,  dans  le  cas  actuel, 
une  infinité  de  racines  sont  situées  sur  l’axe  imaginaire.  Nous 
représenterons  dorénavant  toutes  ces  racines,  sans  distinction  de 
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calégorie,  par  p On  voit  d’ailleurs  immédiatement  que  la 
série 

^ [mod  p(x)]‘ 

étendue  à toutes  ccs  racines,  est  encore  convergente  pourvu  que 
Ton  ail  /c  > 1. 


61.  Cas  du  caractère  principal  (mod  M).  La  réduction  est 
analogue  à la  précédente  dans  le  cas  du  caractère  principal.  La 
fonction 

Z (s,  xo  mod  M) 

ne  diffère  de  la  fonction 

T 

de  Riemann  que  par  la  suppression  des  facteurs  relatifs  aux 
nombres  premiers  2,  pi,  p2>  •••  ^1»»  divisent  iVl.  Désignons  donc  par 

A(s,x.)  = n(i-i) 

le  produit  des  inverses  de  ces  facteurs.  On  aura 

Z (,S-,  Xo  mod  M]  = A (s,  xo)  ^ s). 

Quant  à A (.v,  xo)>  c’^st  une  fonction  entière  du  premier  genre, 
qui  possède  une  infinité  de  racines  situées  sur  Taxe  imaginaire 
des  différentes  formes 


P 


S/cTTi  ^k.Tti  ^kni 

^ ipi  ^ lp.> 


La  fonction  Z (s,  xo)  possède  donc  un  pôle  simple  s = 1.  Mais 
le  produit 


(s-1)Z(.s,xo) 


est  une  fonction  entière  dans  toute  l’étendue  du  plan  et  du  pre- 
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niier  genre  qui  possède,  outre  les  racines  de  (s),  une  infinité  de 
racines  situées  sur  Taxe  imaginaire.  Nous  représenterons  doré- 
navant ces  racines  sans  distinction  par  p (y^o).  Il  est  important  de 
remarquer  que  la  série 


2 


1 


étendue  à toutes  ces  racines,  sera  encore  absolument  convergente 
pour  /:  > i . 


62.  En  résumé  donc,  on  voit  que  la  fonction  (s  — 1)Z(s,5^o) 
dans  le  cas  du  caractère  principal,  et  les  fonctions  Z (s,  5^)  dans 
le  cas  d’un  autre  caractère,  sont  des  fonctions  entières  du  premier 
genre.  Ces  fonctions  admettent  une  infinité  de  racines  dont  la 
partie  réelle  ne  peut  surpasser  l’unité,  et  si  l’on  désigne  respec- 
tivement ces  racines  par  p (y),  dans  tous  les  cas,  les  séries 

y L_, 

^ [mod  pi/jf 

seront  absolument  convergentes  pour  /:  > 1. 


CHAPITRE  IV. 

Le  théorème  de  Dirichlet  sur  la  progression  arithmétique. 

63.  La  démonstration  que  nous  allons  exposer  dans  le  pré- 
sent chapitre  est  plus  simple  et  plus  complète  que  celle  qui  a 
été  proposée  pai'  Dirichlet.  Cette  démonstration  a déjà  fait 
l’objet  d’un  travail  antérieur  que  nous  avons  eu  Tbonneur  de 
présenter  à la  Classe  des  sciences  de  l’Académie  royale  de 
Belgique.  On  reconnaîtra  sans  peine  dans  ce  travail  l’origine  des 
recherches  que  nous  faisons  connaître  aujourd’hui. 

Comme  ces  premiers  résultats  sont  le  préliminaire  indispen- 
pensable  de  l’analyse  plus  complète  qui  nous  occupe,  nous 
sommes  obligé  de  les  reproduire,  au  moins  succinctement,  en 
renvoyant,  pour  plus  de  détails,  au  mémoire  cité. 
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§ i . — Une  équation  fondamentale  et  ses  conséquences  immédiates. 

64.  Supposons  que  les  caractères  ^ soient  définis  par  rapport 
à un  module  quelconque  M (n°  45)  et  reprenons  la  fonction 


En  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres,  il 
vient,  pour  (s)  > 1, 


x)  _ y x{q)f'q 


xiq)^ 


H q'{q'  - x(q)) 


Portons  notre  attention  sur  le  second  membre.  On  y trouve 
deux  termes  : le  premier  peut  devenir  infini  pour  s = 1 ; mais  le 
second  est  constitué  par  une  série  absolument  convergente  pour 
cR  W > q^ïel  que  soit  le  caractère  Son  produit  par  (s  — 1 ) 
tendra  donc  vers  zéro  quand  s tendra  vers  Tunité.  Ainsi,  en 
multipliant  la  dernière  équation  par  (s — 1),  puis  passant  à la 
limite  s = 1 , on  trouve  Véquation  fondamentale 


(E)  . . ._Iim(s  — 1)|^^=lini(s  — 1) 

•='  Z (s,  x)  »='  , 9' 


et  cette  équation  (E)  en  représente  en  réalité  cp  (M)  distinctes 
par  réchange  des  caractères  entre  eux. 

65.  Il  s’agit  maintenant  de  rechercher  les  différentes  valeurs 
du  premier  membre  selon  le  choix  du  caractère 

En  premier  lieu,  le  point  s==l  est  un  pôle  simple  de  Z {s,  (62)  ; 

on  a donc,  par  la  théorie  des  fonctions,  dans  le  cas  du  caraclèie 
principal. 


5 


- m 


lar  le  premier  membre  doit  être  égal  au  degré  de  multiplicité 
du  pôle  s = 1. 

En  second  lieu,  dans  le  cas  d’un  caractère  différeni  du  princi- 
pal, le  point  s = 1 est  un  point  ordinaire  de  Z (s,  y).  C’est  donc 
un  point  ordinaire  ou  un  pôle  pour 

2 {s,  x) 

suivant  que  ce  point  n’est  pas  racine  ou  est  racine  de  la  fonction 
Dans  le  premier  cas, 

— lini  (s  — ')  It™  = lira  (*  — 1)2  /-(?)  = 

.=(  i {s,  x)  ■=!  7 q' 


dans  le  second. 


z)  . Iq 

— Irai  (s  - I)  = lim  (s  — I)  2 /.  (?)  -, 

...  /(s, /.)  .=.  f ?' 


en  désignant  par  l l’ordre  du  zéro  s ==  1 . 


66.  Ajoutons  ensemble  toutes  les  C{]ualions  qui  se  déduisent 
(le  (E)  par  l’échange  des  caractères  entre  eux.  On  obtiendra 
l’équation 

où  représente  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  des  zéros 
pour  les  difTérentes  fonctions  Z (5,  y)  qui  auraient  cette 
racine.  Mais  le  second  membre  se  simplifie,  car  la  somme  g y (7) 
(îsl  nulle,  sauf  pour  les  nombres  premiers  qui  vérilicnt  la  con- 
dition 

(y,  ^ I (mod  M) 

et  pour  lesquels  la  somme  des  caractères  est  égale  à <p  (M). 
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Noire  C(|untion  se  réduit  donc  à 

Pour  5 réel  et  >1,  le  second  membre  est  essenlicllemcnt 
positif;  donc 


2^  = 0,  ou  2^=*» 


et  il  n’y  a que  deux  hypothèses  possibles  : 

1“  Aucune  des  fondions  Z (s,  ne  s'annule  pour  s ==  1 ; 

Une  seule  de  ces  fonctions  s'annule  pour  s = 1 e/,  dans  ce  cas, 
ce  zéro  doit  être  simple. 

On  montr('ra  plus  loin  que  la  seconde  hypothèse  est  impos- 
sible; mais  on  reconnaît  déjà  que  si  par  impossible  elle  se 
présente,  la  fonction  Z (s,  y)  qui  s’annule  correspond  à un  carac- 
tère réel,  car,  dans  le  cas  contraire,  la  fonction  conjuguée 
Z (s,  s’annulerait  aussi  pour  s = i.  Il  y aurait  donc  deux 
fonctions  distinctes  s’annulant  pour  celte  valeur  de  s,  ce  qui  est 
impossible,  comme  on  vient  de  le  dire. 

§ 2.  — Aucune  fonction  Z (s,  ne  s* annule  pour  s = I . 

67.  Il  reste  simplement  à démontrer  qu’une  fonction  Z {s,  y) 
ne  peut  s’annuler  pour  s *=  1 , dans  le  cas  d’un  caractère  y réel . 

Pour  (s)  > 1,  on  a 


Partageons  le  produit  en  deux  parties,  l’une  relative  aux 
nombres  premiers  pour  lesquels  ^ (7)  = I,  l’autre  aux  nom- 
bres Ç2  pour  lesquels  ^ ((/)  ==  — 1.  On  aura 
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En  introduisant  des  facteurs  qui  se  détruisent  dans  le  second 
membre,  on  peut  encore  écrire 

(')■■■■ 

le  second  de  ces  deux  derniers  produits  s’étendant  maintenant  à 
tous  les  nombres  premiers  qui  ne  divisent  pas  M.  Mais  ce  second 
produit  peut  se  mettre  sous  la  forme 

JJ  ^ ^^4— g-*  Z(2s,xo) 

Z(s,xo) 

et  nous  désignerons  le  premier  par 

(2) = 

L’équation  (1)  donne  alors 


(3)  . . 


. . ^ (s) 


Xo) 

2 (2^5  Xo) 


Il  est  utile  de  remarquer  que  si,  par  impossible,  tous  les 
nombres  premiers  appartenaient  à la  catégorie  pour  laquelle 
^ (g)  = — 1,  il  faudrait  simplement  remplacer  l’équation  (2)  par 

(2«) 


La  définition  de  ^ {s)  par  (2)  n’est  légitime  que  pour  (s)  > I , 
mais  la  formule  (3)  nous  donne  une  définition  de  (s)  applicable 
dans  tout  le  plan  et  nous  fait  connaître  les  propriétés  analytiques 
de  cette  fonction  : 

Elle  montre  que  (s)  est  méromorphe  dans  tout  le  plan.  Ses 
pôles  sont  d’abord  les  zéros  de 


Xo)f 

qui  ne  peuvent  avoir  leur  partie  réelle  supérieure  à puis,  en 
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outre,  le  points  = 1 qui  est  un  pôle  de 

Z (s,  x)Z(s,  Xo), 


sauf  si  Z (s,  y)  s’annule  pour  s = i . 
Enfin  le  point  s = i étant  un  pôle  de 


Xo)î 


sera  un  zéro  de  ^ (s). 

On  conclut  de  là  que  si  Z (s,  y)  s’annule  pour  s=  1,  la  fonc- 
tion t};(s)  sera  synectique  pour  iR  (s)  > ^ et  s’annulera  pour  s= 

11  y a entre  ces  deux  propriétés  une  contradiction  que  nous 
allons  mettre  en  évidence. 

68.  Remarquons  d’abord  que,  puisque  ^ {^)  = 0,  l’équation  (2“) 
est  impossible,  car  si  l’on  avait 


t(s)  = l,  pour  ^(s)>l 


^ (s)  serait  égal  à l’unité  dans  tout  le  plan.  Il  est  donc  déjà 
démontré  qu’il  y a des  nombres  premiers  de  la  catégorie  q^. 

Soit  maintenant  a une  quantité  réelle  positive.  Puisqu’on  sup- 
pose {s)  synectique  pour  ^ (5)  > la  fonction  de  t 


-1-  a -1-  <) 


sera  synectique  pour 


et,  en  vertu  d’un  théorème  de  Cauchy,  nous  pourrons  la  déve- 
lopper par  la  formule  de  Maclaurin  ; 


à l’intérieur  du  cercle  de  rayon  (a  -h  et  sur  la  circonférence 
elle-même,  car  celle-ci  ne  passe  par  aucun  point  critique. 
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Mais  on  peut  calculer  toutes  ces  dérivées  au  mpyen  de  la 
formule 


'Pis) 


i—qT' 


qui  est  valable  pour  dR  («)  > 1-  A cet  effet,  remplaçons-y  les  fac- 
teurs (1  — par  leur  développement  légitime 

1 -4-  9,  ■ + q,'-  + 

et  effectuons  les  multiplications;  on  obtiendra  une  série  telle  que 

n* 

où  la  somme  s’étend  à tous  les  entiers  composés  au  moyen  des 
nombres  premiers  et  où  tous  les  coefficients  sont  essen- 
tiellement positifs.  Celle  série  converge  uniformément  pour 
dR  (s)  > 1 -h  e,  de  -sorte  qu’on  peut  la  dift'érentier  comme  un 
polynôme  pour  dR(s)  > 1,  et  il  vient  ainsi 


r(1  2 


0L^[lnY 


j»  + 0 


{-  A, 


On  voit  que  les  A„,  sont  positifs  comme  les  a„,  et  le  développe- 
ment de  Maclaurin  (4)  prend  la  forme 


(S) 


-f-  O -+-  t)  ==  «f(l  ■+■  a) 


-4- (-4)" 


t ^ 

— Ai  Aa  -4- 

I 4.!2 


r 


4.2...m 

Dans  cette  égalité,  on  peut  poser 

t= — 

dans  celle  bypotbèse,  le  premier  membre  est  égal  à ^ (î)  et  s’an- 
nule, tandis  que  le  second  se  réduit  à une  somme  de  termes 
positifs.  La  contradiction  est  donc  manifeste  et  la  supposition  est 
fausse  ; le  point  s = 1 n’est  pas  un  zéro  de  Z (s,  ^). 
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g 3.  — Démonslralion  du  théorème  de  Dîrkhlet. 

69.  La  (Icmonstraiion  du  thcorcme  de  Diriclilet  ne  présente 
plus  niainlcnant  aucune  difficulté.  Revenons  à l’équation  (E)  du 
n®  G4;  elle  donne  : 

1®  Pour  le  caractère  principal, 


2°  Pour  un  autre  caractère, 


7 9 


Soit  N un  nombre  quelconque  premier  à M;  déterminons,  ce 
qui  est  toujours  possible,  un  nombre  iN'  vérifiant  la  condition 


NN'  = l(niodM); 


puis  multiplions  l’équation  précédente  par^(]N');  il  viendra 


sauf  dans  le  cas  du  caractère  principal  où  le  second  membre  est 
égal  à l’unité.  Comme  tout  à l’heure,  ajoutons  toutes  les  équa- 
tions qui  se  déduisent  de  la  précédente  en  donnant  aux  caractères 
leurs  différentes  valeurs;  il  viendra 


Mais  le  premier  membre  se  simplifie,  car 


8z(9N')  — si  qK  = ! (mod  M), 

et  est  nul  dans  tous  les  autres  cas.  Désignons  donc  en  général 
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par  Çn  les  nombres  premiers  qui  vérifient  les  congruences  équi- 
valentes 

s i (mod  M),  ^ N (mod  M), 

c’est-à-dire  ceux  de  la  forme  linéaire  Mx  -J-  N ; on  aura 


lim  (s 


q 7n 


i 

m 


Cette  équation  montre  qu’il  y a une  infinité  de  nombres  pre- 
miers de  la  forme  Mx  -4-  N si  M et  N sont  premiers  entre  eux. 
Elle  établit  donc  le  théorème  de  Dirichlet,  mais  elle  prouve,  en 
outre,  que  la  fréquence  des  nombres  premiers  ne  dépend  pas 
de  N et  est  la  même  pour  les  différentes  progressions  arithmé- 
tiques ayant  même  raison  M. 

70.  J ai  montré,  dans  le  mémoire  rappelé  en  tête  de  ce  cha- 
pitre, que  la  dernière  équation  contient  le  théorème  suivant  : 

Si  le  rapport 


qui  a pour  numérateur  la  somme  des  nombres  premiers  infé- 
rieurs à « et  de  la  forme  linéaire  (Mx  h-  N)  tend  vers  une  limite 
déterminée  quand  t tend  vers  l’infini,  cette  limite  ne  peut  être 
différente  de 

Il  est  très  intéressant  de  savoir  si  celte  limite  hypothétique 
existe.  Nous  allons  compléter  la  démonstration  du  chapitre 
actuel  en  établissant  l’existence  effective  de  cette  limite.  C’est  ce 
qui  fera  l’objet  du  chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  V. 

Compléments  du  théorème  de  Dirichlet. 


§ i . — Les  fonctions  Z (s,  y)  n"ont  pas  de  racines  p 
de  la  forme  1 H-  Pi  (*). 


71.  Montrons  d’abord  que  si  p = i -h  P^  est  racine  d’une  des 
fonctions  Z (s,  y),  elle  est  racine  d’une  seule  de  ces  fonctions  et 
de  plus  une  racine  simple.  La  démonstration  sera  toute  pareille 
à celle  du  § i du  chapitre  précédent,  où  il  s’agissait  de  racines 
égales  à un. 

Revenons  à l’équation  du  n®  64 


— DIogZ(s,  x)  = 


y 


Si  P est  une  racine  de  degré  X de  Z {s,  on  aura 


lim  {s  — p)D  log  Z (s,  x)  = 

a=p 


Eu  égard  à la  précédente,  cette  équation,  pour  p = 1 -î-  Pi, 
peut  se  réduire  à 

(1)  • • • • •;«(«  — <)  2 — 


Cette  équation  (1)  suppose  simplement  que  ^ (s)  est  > 1, 
mais  nous  supposerons,  en  outre,  que  s est  réel. 

Ajoutons  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  (1) 
par  l’échange  des  caractères  entre  eux;  il  vient,  en  désignant  de 


(*)  Celle  démonstration  n’est  pas  celle  que  nous  avons  exposée  dans  notre  résumé;  elle 
est  visiblement  inspirée  par  celle  ciuc  M.  Hadamard  a publiée  après  la  nôtre,  mais  elle  est 
encore  plus  simple.  (Voir  la  noie  à la  lin  de  la  troisième  partie.) 


- 74  - 


nouveau  par  les  nombres  premiers  de  la  forme  Mæ  + 1, 


'j?(M)lim  (s 


1)2^ 


Mais  la  somme  des  modules  des  termes  du  premier  membre 
est  égale  à Funiié  en  venu  de  l’équalion  démontrée  au  para- 
graphe 3 du  chapitre  précédent  (n°  69)  : 

(3) , y(M)lim(s-i)  = 

^ f/î 


Donc  ne  pouvant  surpasser  cette  somme,  est  égal  à zéro  ou 
à un.  Ccst-à-dire  qu’une  seule  au  plus  des  fonctions  Z (s,  y) 
s’annule  pour  s==  \ -f-  et  que  ce  zéro  doit  être  simple. 


72.  Je  dis  maintenant  que  cette  dernière  hypothèse  elle- 
même  est  impossible.  Pour  le  montrer,  ajoutons  les  équations 
(2)  et  (3),  en  faisant  XX  = 1 dans  la  première.  Il  vient 


lira  (s  — 1)  2 (1  + ^ = 0, 

*=l 

et,  en  égalant  les  parties  réelles, 

lim  (s  — 1)^(1  -t-  cos  Qlqi)  — = 0. 

*=»  ^ q\ 

Tous  les  termes  sont  positifs,  car  (i  -4-  cos  (3/gj)  ne  peut  être 
négatif.  Si  nous  multiplions  respectivement  tous  ces  termes  par 
(1  — cos  Ç>lq^)  qui  est  compris  entre  0 et  2,  nous  formerons  une 
nouvelle  somme  qui  sera  nulle  comme  la  précédente. 

On  trouve  ainsi,  eu  égard  aux  relations 

i 

i — cos^  p^q^  ==  sin^  (3/f/,  = ~ (I  — 

la  nouvelle  équation 

lim  (.s  — ) ) V ()  — cos  2,6/0, ) ^ = 0 
,=i  9: 
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Mais  celle-ci  est  impossible,  car  si  Ton  soustrait  membre 
membre  les  équations  (2)  et  (3),  après  y avoir  remplacé  P par  2P, 
on  trouve,  en  négligeant  la  partie  imaginaire, 


Le  second  membre  est  égal  à 2 ou  à 1 suivant  que  1 -H  2 P* 
est  ou  n’est  pas  racine  d’une  des  fonctions  Z (s,  j),  mais  dans 
aucune  hypothèse  il  ne  peut  être  nul.  Donc  aucune  des  fonctions 
Z (s,  n’a  de  racines  de  la  forme  i -+■  pi. 

§ 2.  — Démonstration  d'une  équation  fondamentale. 

73.  Re  venons  encore  à Téqualion  du  n°  64 


Multiplions  les  deux  membres  de  l’équation  précédente  par 


%fds 


-■  ..  ■ î 

(s  — u)  (s  — V) 


où  l’on  désigné  par  u et  v des  quantités  réelles  ou  complexes  dis- 
tinctes (les  pôles  de  D log  Z {s,’/).  Cela  fait,  soit  a une  quantité 
réelle  supérieure  à l’uniié  et  aux  parties  réelles  de  u et  de  v,  et  6 
une  quantité  réelle  que  nous  ferons  tendre  vers  l’infini.  Inté- 
grons les  deux  membres  de  notre  é(|uation  de  {a  — bi)  a (a  -h  bi); 
il  viendra  à la  limite 


0-1- CO  J 


i 


(.V  _ „)  (s  _ „) 


y'tlü 


^ <l‘  - xifj)' 


a ooi 
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74.  Évaluons  d’abord  le  second  membre.  11  suffît,  pour  cela, 
de  reproduire  les  raisonnements  du  n®  25  de  la  première  partie. 
En  remarquant  que 


%(?)<? 

9’  — /vl?) 


yM'i'f. 


on  trouve  que  ce  second  membre  a pour  valeur 


yU 


U V 


f 


U — V 


1 

-'i<y 


1 


(7) 


(7) 


q^<y 


<i^<y 


] 


Par  analogie  avec  ce  qui  a été  fait  dans  la  première  partie, 
nous  simplifierons  ces  notations,  en  posant  en  abrégé 


(2) 


• 2 

qm<y 


x(<n>q 


2 

q^<y 


La  valeur  du  second  membre  de  notre  équation  peut  alors 
s’écrire  plus  simplement 


(3) 


y"  ^ _ y"  y 


Passons  à l’évaluation  de  l’intégrale  du  premier  membre, 
savoir,  en  changeant  son  signe, 

a+oo< 

1 y*ds 

a-ooi 

Il  y a deux  cas  à distinguer  selon  qu’on  a affaire  : 1°  au  carac- 
tère principal  ; 2®  à un  autre  caractère. 

i®  Dans  le  cas  du  caractère  principal,  la  fonction 


(s  — l)Z(s,  xo) 

est  une  fonction  entière  du  premier  genre  (62)  qui  a une  infinité 
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de  racines  dont  la  partie  réelle  est  inférieure  à l’unité  et  que  nous 
représentons  sans  distinction  par  p (y^o).  On  a d’ailleurs 

D log  Z(s,  xo)  = D log  (s  — i)Z{s,  xo)  “ D log  (.s  — 1), 


et,  par  conséquent,  par  le  théorème  du  n”  23  de  la  première 
partie, 

I n+ooi 

y^ds 


n-j-ooi 

^/dIosZC, 


Xo) 


(s  — n)[s  — v) 


w • • \ 1 rz'{u,x«) 

j U — v[^  Z (m,  Xo)  Z {v,  x„)J 

1 + 5 

1 (m  — 1)(m  — 1)  — 


2®  Dans  le  cas  d’un  autre  caractère,  la  fonction  Z (s,  y)  est 
une  fonction  entière  du  premier  genre  (65),  dont  nous  représen- 
tons en  général  les  racines  par  p (y).  Toutes  ces  racines  ont  leur 
partie  réelle  égale  au  plus  à l’unité.  On  peut  appliquer  à cette 
fonction  le  même  théorème,  ce  qui  donne 


(5) 


a+aoi 

D log  Z (s,  x) 


a CCI 


y^ds 

(s  —u)  (s — v) 


x)  __  ^ X) 
^ Z {u,  x)  Z (v,  xl 


(u  — p){v  - p) 


75.  L’équation  (\)  se  transforme  ainsi,  suivant  le  choix  du 
caractère,  dans  l’une  des  suivantes  : 

1°  Dans  le  cas  du  caractère  principal. 


(G") 


(y.  \ !±-f  2 --  - - y"  f 

) z(„.x,)  ■^z(..,xo) 


{u—v) 


l)(i; — 1) 


-)2 


pixo)  («'— r0(o— f) 
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2®  Dans  le  cas  d’un  autre  caraelère, 

y _ y y- (9"')^?  yj  ^ Z) 

•^,,4  <r  \-^y  q"”  Z(",/J  '^Ziw.z) 


Ces  équations  (6)  subsistent,  comme  on  l’a  expliqué  au  n°  26 
de  la  première  partie,  pour  toutes  les  valeurs  de  u et  de  u. 


-{u-v)J  -L 

Pii)  — p)(’^  — pj 


§5.  — Cas  particuliers  des  équations  du  paragraphe  précédent. 


76.  Premier  cas  particulier.  Nous  allons  d’abord  faire  tendre 
V vers  zéro  dans  les  formules  (6)  du  numéro  précédent.  lî  peut 
se  faire  queZ(5,  y)  ait  des  racines  nullcs;  en  particulier,  c’est 
toujours  le  cas  pour  Z (s,  yo).  Supposons  donc,  en  général,  que 
s = 0 soit  une  racine  de  degré  1 de  multiplicité  de  Z (s,  y).  Dans 
les  seconds  membres  des  équations  (6^),  les  termes  qui  dépendent 
de  V sont 

y)  .VT, 

^(u  — v)y 

^ Z{v,x)  p1t){t^-p){v-p) 

Isolons  (le  cette  somme  L les  termes  relatifs  aux  l racines 
nulles  et  accentuons  la  somme  étendue  aux  autres  racines.  L’ex- 
pression précédente  pourra  s’écrire 


.V 


Z (i’,  /J 


(«->■)  V' 

PW'"  - p)(>’  — p) 


ou,  en  introduisant  des  termes  qui  se  détruisent, 


Z'(r,  x) 


Z(r, /J  e 


— (u — v)  — — ■ 


Si  V tend  vers  zéio,  cette  expression  a pour  limite 


?lij 


X 

— h lit 

u VZ 


rz'(i,-,7.i  A 

I) 

.o[_Z(l',  /J  V 


- » 2' 

? %)  P\P 


u) 
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Si  Ton  fait  donc  tendre  v vers  zéro  dans  les  seconds  membres 
des  équations  (6)  et  si  Ton  tient  compte  de  la  transformation  ci- 
dessus,  on  trouve,  en  divisant  par  ?/“  : 

1°  Dans  le  cas  du  caractère  principal,  si  Z (v,  Xo)  a une  racine 
v = 0 de  degré  \ 


(7“) 


/ V il_i  5 Iq H-  y'-^-u  S' 

I 9”*<y  7^**  y 9"‘<y  ^ (^î  Zo)  'l  ^ PiXo)  ^'(p 


{v,  Xo)  ’ 


2®  Dans  le  cas  d’un  autre  caractère,  si  Z (t;,  x)  a une  racine 
nulle  de  degré  {jl. 


p-“ 


y \ -1 

q^y  9 “ y'*  fP‘*<y  ''  P ^P 


-U-- 

2/“  L w 


lim 


z'd',  /J  1^ 


»=“  \Z  (u,  /J 


s)] 


Le  cas  où  Z (v,  x)  n’a  pas  de  racines  nulles  est  compris  dans  le 
précédent  pour  |jl  = 0. 


77.  Dell  xième  cas  particulier.  Simplification  des  équations 
précédentes  dans  Vhypothèse  ((R  (u)  = 1.  Supposons  que  la  partie 
réelle  de  ii  soit  égale  à l’uniié.  Les  deux  membres  de  l’équa- 
tion (7)  peuvent  se  simplifier. 

Quant  au  premier  membre,  on  voit,  comme  au  n°  53  de  la 
première  partie,  que  la  somme 


ne  diffère  de 


y y.  (?'”)  Iq 

Ây 


— 2 /.(7"')'7 

y q"<<y 


xill'y 


yJqUq 


que  par  une  quanlilc  qui  Icnd  vers  zéro  quand  y tend  vers 
riufiui. 
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Passons  au  second  membre.  Le  terme  écrit  sur  la  seconde 
ligne  tend  rapidement  vers  zéro  quand  y augmente.  La  somme 
absolument  convergente 

P^P  


tend  aussi  vers  zéro,  parce  que  toutes  les  racines  p ont  leur 
partie  réelle  inférieure  à Punité. 

Si  donc  on  désigne,  en  général,  par  s une  quantité  infini- 
ment petite  pour  y infiniment  grand,  les  équations  (7)  donne- 
ront, pour  (w)  = 1 : 

1“  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 


m 


yjî = 

7”  — y"  Ûv  Z (“>  xo)  ' — « 


f i 


2®  Dans  le  cas  d’un  autre  caractère, 


(8‘) 


— z(m,  x) 


78.  On  peut  encore  simplifier  l’écriture  de  ces  deux  équations. 
Comme  on  suppose  que  ail  (?/)  = 1,  les  deux  différences 


^ ^ 

^ O**  — 

q<y  7 fi<y  7 


et 


q<y  7 


^ ïMh 


convergent  vers  des  limites  finies  quand  y tend  vers  l’infini. 
Désignons  donc,  en  général,  par  L une  expression  dont  on  saura 
seulement  qu’elle  converge  vers  une  limite  déterminée  quand  y 
croît  indéfiniment  ; les  équations  (8)  pourront  s’écrire,  toujours 
bien  entendu  dans  l’hypothèse  ci\  (w)  = 1 : 

Dans  le  cas  du  caractère  principal, 


(9«) 


Iq  4 ^ Z (m,  xo) 

* ^ “ Z (Î., Xo) 


L; 


2®  Dans  le  cas  d’un  autre  caractère, 

(9‘)  ....  2 x(7)^f„-;7.2  = 

q<y  7 y <j<y 


-Bi- 


ll est  bien  entendu  que  la  lettre  L ne  représente  pas  la  même 
quantité  aux  seconds  membres  de  ces  deux  équations. 


^4.  — Conséquences  asymptotiques. 

79.  Si  r on  fait,  en  particulier,  w = 1,  dans  les  équations  (9) 
qui  précèdent,  il  viendra  : 

1“  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 


(I0“) 


y ‘ï 

'î<y  H 


2°  Pour  un  autre  caractère, 


10* 


U «J  7 .7 


Soient  N un  nombre  premier  à M,  et  un  nombre  vérifiant 
la  condition  INN^  = 1 (mod.  M).  Multiplions  la  dernière  équa- 
tion par  x(^i)î  devient 


(H) 


"'9 

7i,i  <1 


- 2 = 
!J  '/<  ■'/ 


Cette  équation  est  vraie  pour  tous  les  caractères,  sauf  pour  le 
principal,  auquel  cas  on  retombe  sur  l’équation  (i0“). 

Ajoutons  entre  elles  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de 
(11)  en  y substituant  tous  les  caractères  et  aussi  réqiialion 
qui  correspond  au  caractère  principal.  La  somme  des  caractères 
étant  nulle,  sauf  pour  les  nombres  premiers  q^  de  la  forme 
Mx  H-  N (n”  69),  cas  auquel  elle  est  égale  à cp(iM),  il  vient 


(12) 


?(M) 


2 ----  2 

7 N y 9y;<;/ 


^ly  -t-  L, 


et  L désigne  loti  jours  une  quantité  convergente  pour  ?/ = oo. 


80.  La  dernière  é(juation  est  de  la  même  forme  que  celle  sur 
laquelle  nous  avons  raisonné  dans  la  première  partie  du 
mémoire  (cbap.  IV,  § 2).  Elle  conduit  aux  conséquences  corres- 


6 
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pondantes  que  nous  allons  énoncer,  en  renvoyant  aux  démons- 
trations de  la  première  partie  : 

1®  U expression 

fW  ^ , 

— 2 

" 'i^<y 

dans  laquelle  la  somme  est  étendue  aux  nombres  premiers  et 
de  la  forme  Mx  -4-  N,  a pour  limite  l’imité,  quand  y tend  vers 
l’infini  (*). 

2®  La  différence 

y(M)2 

tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  quand  y tend  vers  l’infini. 

3®  Quelque  petite  que  soit  la  constante  h,  le  nombre  des  nombres 
premiers  de  la  forme  Mæ  -4-  N compris  entre  y (1  -h  h)  y 
augmente  indéfiniment  avec  y,  quelle  que  soit  la  manière  dont  y 
tende  vers  l’infini. 


81.  4®  Le  nombre  f(y)  des  nombres  premiers  de  la  forme 
Mx  -i-  N < y peut  se  représenter  par  l’expression 


(13) 


. 1{y)  = 


1 -t-  e 


y_^ 

ly 


où  £ est  infiniment  petit  pour  y infiniment  grand. 

Démonstration.  — Soit,  en  général,  £ une  quantité  qui  tend 
vers  zéro  quand  y tend  vers  l’infini.  On  peut  poser,  comme  on 
l’a  dit  au  numéro  précédent  (1®), 


(«) 


2 = 


1 f 


Désignons  par  f (y)  le  nombre  des  nombres  premiers  q^  qui 
sont  < ?/  ; on  aura  Iq^^  < ly,  d’où 


2 

(i<y 


(*)  Nous  avons  communiqué  ce  théorème  à la  Société  scientifique  dans  la  séance  (lu 
10  avril  1890  et  il  a été  publié,  pour  la  première  fois,  dans  le  Bnlleiw  de  celte  session. 
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et  par  (a) 

(P)  . • 


fiy)  > 


^ g y_ 
fW  h/ 


Soit,  d’autre  part,  S'  une  somme  étendue  aux  nombres 
^/n  > y • < y-  ceux-ci,  on  a Iq^  > ly  — 2 lly. 

Comme  le  nombre  des  nombres  premiers  < y : {lyY  est  évidem- 
ment inférieur  à y : (ly^,  le  nombre  des  termes  de  la  somme  S' 
sera  supérieur  à f(y)  — y : (ly^.  De  là  les  inégalités  : ^ 


2 > 


[ly  — ^lly). 


On  en  tire  par  l’équation  (a) 


(r)  . . 


m 


1 Hh  e y 
^(M)  iy  — my'^ 


y 

m' 


Les  seconds  membres  des  inégalités  ((3)  et  (y)  sont  tous  les 
deux  de  la  forme  du  second  membre  de  (13).  Le  théorème  est 
donc  démontré. 


82.  Tous  les  théorèmes  précédents  sont  des  conséquences 
des  équations  (9).  Nous  allons  terminer  par  des  théorèmes  plus 
particuliers,  qui  seront  des  conséquences  des  équations  (8). 

O®  Pour  tout  caractère  différent  du  principal,  la  série  étendue 
aux  nombres  premiers  q successifs,  rangés  par  ordre  de  grandeur, 

^q'^  — yAq) 

est  convergente  pour  cR  (t«)  = \ et  a pour  somme 

__  x) 


Démonstration.  — Désignons  par  une  somme  qui  s’étend 
aux  nombres  premiers  avec  M et  < M et  faisons  la  décompo- 
sition 


— 2 x('/) '7  =!/'■“ 

y u<y 
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nous  voyons  que  celle  somme  tend  vers  zéro  pour  y infini,  pnrce 
que  tous  les  rapports 

tendent  vers  la  même  limite  1 ; :p  (M)  et  que  la  somme  II/ (N)  des 
caractères  est  nulle. 

Pour  cR  {u)  — 1,  réquation  (8*)  du  n®77  doit  donc  se  réduire  a 

y 

— Z(w,x) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

6®  Dans  le  cas  du  caractère  principal,  la  série  illimitée  cesse 
d'être  convergente  pour  = mais  on  a alors  la  formule 

asymptotique  pour  y = oo  : 


(14) 


y"  — ^ Z {u,  y~)'^  i ^ U 


('eue  formule  est  une  conséquence  de  l’équation  (8“)  où  l’on 
remplacera  le  terme 

<y<?/ 

par  sa  valeur  asymptotique  2/*““. 

Corollaire.  — Dans  le  cas  où  la  somme  s’éU'ud  à tous  les 
nombres  premiers  p < y sans  distinction,  on  aura  la  formule 
asymptotique 


^ Ip  ^ {u) 


E. 


A la  limite,  quand  y augmente  indéfiniment,  le  premier 
meml)r(‘, devient  donc,  pour  r‘A  (n)  — 1,  une  forjction  périodique 
(le  y. 
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LA  THÉORIE  DES  NOMBRES  PREMIERS 

TROISIÈME  PARTIE 

LES  FORMES  QUADRATIQUES  DE  DÉTERMINANT  NÉGATIF. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉTUDE  PRÉLIMINAIRE  DE  QUELQUES  FONCTIONS  AUXILIAIRES. 


§ 1 . — Considérations  générales  sur  la  porlée 
de  la  démonstration, 

1.  C est  à Dirichlet  que  Ton  doit  d’avoir  étendu  aux  formes 
quadratiques  le  théorème  de  la  progression  arithmétique 
(Académie  de  Berlin,  1840,  et  t.  XXI  du  Journal  de  Crelle).  On 
trouve  dans  ce  travail  pluiôt  l’esquisse  d’une  démonstration 
qu’une  démonstration  complète.  Dirichlet  a généralisé  son  théo- 
rème dans  les  Comptes  rendus  de  1850,  en  montrant  qu’une 
forme  quadratique  proprement  primitive  peut  représenter  une 
infinité  de  nombres  premiers  qui  sont  en  même  temps  d’une 
forme  linéaire  donnée,  pourvu  que  les  caractères  quadratiques 
de  ces  deux  formes  soient  compatibles.  M.  II.  Weber  a,  dans  un 
travail  remarquable  (Math.  Ann.,  t.  XX,  p.  301),  fait  disparaitre 
les  lacunes  considérables  (jue  Dirichlet  avait  laissées  dans  la 
démonstration  de  son  théorème  sous  sa  forme  restreinte.  Enfin, 
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M.  A.  Meyer  (Journ.  fur  d,  reine  u.  ang.  Math. y t.  CIII,  p.  98) 
a étendu  la  méthode  de  M.  Weber  à la  démonstration  du 
théorème  sous  sa  forme  la  plus  complète. 

2.  Les  principes  des  méthodes  de  Riemann  et  de  M.  Hada- 
mard,  dont  nous  venons  de  reconnaître  l’efficacité  dans  la  théorie 
des  formes  linéaires,  peuvent  aussi  s’étendre  à la  théorie  des 
formes  quadratiques.  11  se  présente  toutefois  une  différence  très 
considérable  entre  les  formes  de  déterminant  positif  et  celles  de 
déterminant  négatif.  Ainsi,  tandis  que  l’extension  se  fait  naturel- 
lement à ces  dernières,  les  formes  de  déterminant  positif  exigent 
une  analyse  beaucoup  plus  compliquée.  C’est  pourquoi,  nous 
nous  bornerons,  dans  cette  troisième  partie,  à la  théorie  des 
formes  de  déterminant  négatif  et  nous  traiterons  dans  une  qua- 
trième partie  celle  des  formes  de  déterminant  positif  (*). 

Nous  pourrions  abréger  notre  travail  en  utilisant  immédiate- 
ment les  formules  de  MM.  Weber  et  Meyer.  Cependant,  nous 
allons  refaire  toute  la  démonstration  par  une  méthode  nouvelle 
qui  nous  paraît  offrir  de  multiples  avantages.  Nous  n’en  signa- 
lerons que  deux. 

Dans  notre  premier  chapitre,  nous  étudions  une  fonction  c) 
qui  possède  une  propriété  fonctionnelle  fondamentale.  Celle-ci 
s’exprime  par  la  formule  (11)  du  § 3.  M.  Weber  établit  une 
formule  analogue  et  qui  pourrait  nous  servir  (**).  Mais  M.  Bach- 
mann,  dans  sa  Zahlentheorîe  (2®  partie,  p.  298),  attire  l’attention 
sur  la  difficulté  et  la  longueur  excessive  de  la  démonstration  de 
MM.  Weber  et  Meyer  où  l’on  fait  appel  aux  fonctions  0 de  deux 
arguments.  Si  bien  qu’il  se  voit  forcé  de  se  contenter  de  la  résu- 
mer dans  son  livre,  en  renvoyant  à l’original  pour  le  détail  de  la 
démonstration  et  en  émettant  le  vœu  d’en  voir  proposer  une  plus 
simple.  Sur  ce  point,  nous  pensons  satisfaire  complètement  au 


(*)  Un  résumé  de  cette  quatrième  partie  a paru  dans  le  Bulletin  (session  du  28  janvier 
•1897). 

(**)  M,  Hadamard  prend  celte  formule  comme  point  de  départ  delà  démonstration  qu’il 
a esquissée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (1896)  et  dont  nous 
avons  déjà  parlé  dans  la  note  placée  en  tête  de  la  deuxième  partie. 


— 87  — 


desideratum  de  M.  Bachmann  : la  démoiistraliori  qui  fait  l’objet 
de  nos  §§  2 et  3 n’a  rien  d’excessif  comme  longueur;  elle  est 
absolument  complète  et  ne  s’appuie  que  sur  la  propriété  très 
élémentaire  de  la  fonction  qui  a été  démontrée,  en 

quelques  lignes,  dans  la  seconde  partie  du  mémoire. 

Le  second  avantage  que  nous  voyons  dans  notre  méthode  est 
d’éliminer  toutes  les  considérations  relatives  à la  loi  de  récipro- 
cité de  Legendre,  qui  formaient  une  des  parties  délicates  des 
démonstrations  précédentes. 

Nous  traiterons  seulement  dans  cette  partie,  le  cas  où  l’on  ne 
fait  pas  intervenir  la  progression  arithmétique,  parce  qu’il  est  le 
plus  simple  et  qu’à  notre  avis  il  y a toujours  avantage  à com- 
mencer par  ce  premier  cas.  Le  lecteur  qui  aura  examiné  notre 
travail  et  qui  voudra  bien  y joindre  les  considérations  parti- 
culières qui  font  l’objet  de  la  généralisation  de  M.  Meyer,  verra 
que  notre  méthode  et  nos  résultats  s’étendent  d’eux-mêmes  au 
cas  le  plus  compliqué.  Nous  nous  réservons  d’ailleurs  de  mon- 
trer plus  tard  que  toutes  les  longueurs  inhérentes  à la  méthode 
de  M.  Meyer  disparaissent  en  même  temps. 

§ 2.  — Définition  et  propriété  fonctionnelle  de  F (a,  (3,  t). 

3.  La  relation  fonctionnelle  qu’il  s’agit  d’établir  dans  ce 
paragraphe  est  une  conséquence  de  celle  à laquelle  satisfait  la 
fonction  (pi  (a,  x)  de  la  seconde  partie  du  mémoire.  Voici  cette 
dernière  relation  (2®  partie,  n“  3)  : 


Ce  qui  nous  sera  utile  dans  cette  équation  peut  se  condenser 
dans  la  formule  plus  simple  : 
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en  désignant,  d’une  manière  générale,  par  0(x)  une  fonction 
continue  qui  tend  vers  une  limite  finie  quand  x tend  vers  zéro. 

C’est  sous  une  forme  un  peu  différente  que  nous  aurons  à 
nous  servir  de  celte  relation.  Désignons  par  p.  et  v deux  con- 
stantes positives,  par  a et  (3  deux  constantes  quelconques  et  fai- 
sons le  produit  de  deux  équations  analogues  à la  précédente;  nous 
obtiendrons  un  résultat  de  la  forme 

I e(x)  _î^ 

(1)  . . . e % 

où  6 (x)  est  une  fonction  continue  qui  tend  vers  une  limite  finie 
quand  x tend  vers  zéro  et  où  K est  une  quantité  indépendante 
de  X et  plus  grande  que  zéro. 

C’est  à la  relation  (1)  que  nous  allons  ramener  la  propriété 
fonctionnelle  de  la  fonction  <ï>(^c)  qui  jouera,  dans  cette  troisième 
partie  du  mémoire,  le  même  rôle  que  les  fonctions  (p  (a,  x) 
dans  la  seconde.  Nous  étudierons  cette  fonction  au  paragraphe 
suivant  et  nous  commencerons  par  l’étude  d’une  fonction  inter- 
médiaire F (a,  P,  t). 

4.  Définition  de  la  fonction  F (a,  (3,  t).  — Celte  définition  se 
rattache  à la  considération  d’une  forme  quadratique  / de  déter- 
minant négatif  ( — A)  et  à coelficients  positifs 

/ ==  ax^  -H  26xy 

cl  la  fonction  F s’exprime  par  la  somme  double 

(2)  F(a,|3,  0 

m,  n 

où  l’on  a 

^ X — a.  2mA, 

* ' * * \ ij  = -k-  2/îA. 

Quant  aux  variables  m et  n,  par  lapport  auxquelles  se  fait  la 
sommation,  elles  reçoivent  toutes  les  valeurs  entières  de  — oo 
ii  -t-  00  , 
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5.  Réduction  de  F (a,  (3,  t)  à des  fonctions  F,  ^ (t).  — Nous 
nous  proposons  de  trouver  une  relation  fonetionnelle  vérifiée  par 
F (a,  (3,  t).  Pour  eela,  nous  allons  partager  la  somme  „ qui 
sert  de  définition  à cette  fonction,  en  ab  sommes  partielles  que 
nous  désignerons  respectivement  par  F^  *(/),  ces  indices  prenant 
les  systèmes  de  valeurs 

f'  = (),  I);  /c=0,  ..  («-  I). 

!>a  fonction  Vi^k(0  sera  définie  par  la  somme  double 

(4) 1\-,a(0=  2 

m',  n* 

où  X et  y s’expriment  toujours  par  les  formules  (5),  mais  où 
m et  n prennent  les  seuls  systèmes  de  valeurs  qui  se  dcduiseru 
des  formules 

j m = i -h  bm'y 
f n = k -k-  an\ 

(|uand  on  donne  à m'  et  n'  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 
de  — 00  à -4-  00  . 

Il  est  clair  que  la  somme  F,  * (0  comprend  une  partie  des 
termes  (jui  entrent  dans  la  somme  F et  que  l’on  a 

(îi) F(«,p,t)= 

»,  k 

Afin  d’exprimer  simplement  x et  y en  fonction  de  m'  et  n\ 
posons  en  abrégé, 

J a'  = a -4-  2iA, 

j P'  = P -H  2A:A. 

On  voit  que,  pour  former  la  fonction 

m',  m' 

il  faut  donner  a x et  ?/  tous  les  systèmes  de  valeurs  (jui  sc 
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déduisent  des  formules 

(6) 

quand  m'.  n'  reçoivent  toutes  les  valeurs  entières  de  — oo  à -h  oo  . 


X — od  26Am', 
^ = (3'  -H 


6.  Réduction  de  (t)  « la  fonction  — Pour  les  valeurs 
de  Xf  y définies  par  les  formules  (6)  ci-dessus,  on  a 

\ 

ax^ -\-%xy -\-C7f  ~ - [(ax  -t-  bijf  -t- 

\ 

— - j [aa  H-  6p'  -h  (m'  ■+■  ?^')2a6Ay  4- A(3'-4-  2aA?^')^  j 


L 2a6A  ' J \“2aA  / 


4aA^ 


Posons  encore,  en  abrégé, 
aa'  4-  6(3 


P' 


2a6A 


S"  = ^ — » m n = 7)1 

^ 2aA 


pour  chaque  valeur  de  n',  on  devra  attribuer  à m"  toutes  les 
valeurs  de  — oo  à + oo  . Il  vient  ainsi 

ax^  4-  "^bxy  4-  cy^  = («"  4-  m'yttab'^A'^  •+■  (|3"  -t-  n')UaA% 

et,  par  conséquent, 

p.  2 g“{i3''+n-)*4oA3/^ 

m" 

c’est-à-dire,  par  la  définition  de  rappelée  au  n®  3, 

, , / , 4«6^A^A  / 4aA'A 

(7)  . . . F,,(<)  = ^.  )• 


7.  Propriétés  fonctionnelles  de  F,^  (t)  et  F (a,  /3,  t).  — Appli- 
quons au  second  membre  de  la  dernière  équation  la  relation  (1) 
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du  n®  3,  nous  obtiendrons  un  résultat  de  la  forme 


i 


4a6A^l/A  ^ 


e(t) 

— e ^ 
t 


C"est  la  relation  fonctionnelle  que  vériOe  * (t)  : on  y désigne 
par  0 (/)  une  fonction  qui  reste  finie  quand  t tend  vers  zéro  et 
par  K une  quantité  positive  indépendante  de  t et  qui  peut  dépen- 
dre des  indices  k. 

Par  la  permutation  des  indiees  i,  k,  on  déduit  ab  équations 
distinetes  de  celle  qui  précède;  ajoutons-les  entre  elles,  nous 
obtiendrons,  eu  égard  à (5),  la  relation  fonctionnelle  vérifiée  par 
F,  savoir  : 


(8) 


F (a,  (3,  t) 


TC  1 

4A’  l/Â  ' 


t 


Les  symboles  0 (t)  et  K conservent  la  signification  générale 
qui  leur  était  attribuée  dans  l’équation  précédente,  mais  la  valeur 
actuelle  de  K est  la  plus  petite  de  celles  que  K pouvait  recevoir 
dans  l’équation  précédente  par  la  permutation  des  i,  k. 

Cette  relation  (8)  joue  un  rôle  fondamental  dans  la  suite  de 
jioire  étude.  Elle  présente  cette  particularité  très  remarquable 
que  le  premier  terme  au  second  membre  ne  dépend  aucunement 
de  a ni  de  (3,  mais  seulement  du  déterminant  ( — A)  de  la  forme 
quadratique. 


§ 5.  — Définition  et  propriétés  de  la  fonction  (/,  c). 

8.  Définition  de  d>(t,  c).  — Désignons  par  c une  classe  de 
formes  (positives)  proprement  primitives  du  déterminant  ( — A) 
et  soit  f un  représentant  de  cette  classe  : 

f—  ax^  -4-  26xy  c^'^. 

Nous  définirons  la  fonction  <I>  (^,  c)  par  la  somme  double 

(9) c)  = 2 

y 
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où  l’on  donne  à æ et  ?/  ions  les  systèmes  de  valeurs  positives  et 
négatives,  pour  lesquels  /* acquiert  une  valeur  impaire  et  pre- 
mière à A.  11  est  clair,  d’après  eela,  que  la  définition  de  (/,  c) 
ne  dépend  pas  du  choix  de  la  forme  f dans  la  classe  c. 

Il  résulte  de  cette  dernière  remarque  qu’on  peut  choisir  la 
forme  /"de  manière  à simplifier  les  raisonnements. 

On  peut  d’abord  admettre  que  a est  premier  avec  2A,  car, 
dans  le  cas  contraire,  on  remplacerait  f par  une  forme  équiva- 
lente dans  laquelle  cette  condition  serait  remplie.  Ensuite,  on 
peut  admettre  que  b est  positif,  divisible  par  A et,  de  plus,  pair 
ou  impair  en  même  temps  que  A,  de  façon  que 

6"  -f-  A 

c = 

a 

soit  toujours  pair  et  divisible  par  A.  En  effet,  si  cette  condition 
n’avait  pas  lieu,  par  une  substitution 

Sx  = x'  Aî/', 

y -y', 

OÙ  A est  une  inconnue  à déterminer  convenablement,  on  rempla- 
cerait (a,  6,  c)  par  une  forme  équivalente  (a,  b\  c'),  où  6'  serait 
positif  et  déterminé  par  la  congruence 

b’  ^b  Aa  = 0 (mod  A), 

à laquelle  on  ajouterait 

6'  ^ 4 (iTiod  2), 

si  A était  impair. 

La  forme  f étant  choisie  de  cette  manière,  il  suffit,  pour  que 
ax^  -H  ^bxy  c^f 

soit  premier  à 2A,  que  x soit  premier  à 2A,  tandis  que  y n’est 
plus  soumis  à aucune  condition. 

9.  Réduction  de  <!>  (t,  c)  aux  fonctions  F (a,  (3,  t),  propriété 
fonctionnelle  de  (t,  c).  — Désignons  par  a un  quelcon(|ue  des 
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nombres  compris  entre  0 et  2A  et  premiers  ù 2A,  puis  par  (3  un 
des  nombres 

0,1,2,  ...2A-  1, 

et  remarquons  que  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  æ,  ?/ 

^ X = a -t- 
1 jy  = B 2r^A, 

obtenus  en  donnant  à ?w,  n toutes  les  valeurs  de  — oo  à -+-oo  , 
rendront  la  forme  f première  à 2A;  il  résulte  de  là  que  la 
somme  étendue  à toutes  ces  valeurs,  savoir  : 


F (a,  /)  = 2 

m,  n 


contiendra  une  partie  des  termes  qui  entrent  dans  la  somme 


c)  = 2 


g-(ffi:*+26xi/+cy)2/ 


X,  y 


et  que  eelle-ei  sera  la  somme  de  2A(p(2A)  expressions  analogues 
à F(a,  [3,  /),  obtenues  en  attribuant  à a,  (3  les  différents  systèmes 
de  valeurs  possibles.  On  a donc 


(10) *((,c)  = 2 


Pour  obtenii*  la  relation  fonctionnelle  que  vérilie  4>(/,  c),  il 
faut  donc  ajouter  2Acp  (2A)  relations  analogues  à (8)  et  il  vient 
ainsi  : 


(11) 


77î.(2A)1  0(0 

<|.(0c)=  — e ^ 

2Al/Â«  ^ 


Comme  dans  la  formule  (8),  on  désigne,  et)  général,  par0(/) 
une  fonction  cottlinuc  qui  tend  v<‘rs  une  limite  finie  (|uand  / 
tend  vers  zéro  et  par  K un  nombre  positif  indépendant  de  /. 
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§4.  — Étude  de  la  fonction  Q (s,  c). 


10.  Première  définition  de  Q (s,  c).  — Soit,  comme  dans  le 
paragraphe  précédent,  c une  classe  proprement  primitive  du 
déterminant  ( — A)  et 


f = ax^  -4-  ^bxy  -t-  cif 


un  représentant  de  cette  classe.  Nous  définirons,  pour  ^(s)  > 1 , 
la  fonction  Q(5,  c)  par  la  formule 


i 


(12)  . . . .Q(.s-,c)=2 


(ax^  -+■  ^bxy  ■+■  cy^ 


OÙ  la  somme  s’étend,  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  à 
tous  les  syslèmes  de  valeurs  positives  et  négatives  de  x et  y pour 
lesquels  la  forme  f est  impaire  et  première  à A. 

La  série  (12)  est  absolument  et  uniformément  convergente 
pour  toute  valeur  de  s telle  que  l’on  ait  nj(\(s)>l  -}- s,  quelque 
petit  que  soit  s;  elle  représente  donc  une  fonction  syneciique 
de  s pour  (R(s)  > 1.  Pour  i^{s)  <1,  la  formule  (12)  ne  repré- 
sente plus  rien,  mais  nous  allons  voir  que  Q(s,  c)  ne  cesse  pas 
d’exister.  Nous  allons  chercher,  en  effet,  une  représentation  de 
cette  fonction  valable  dans  tout  le  plan  s. 

11.  Extension  de  Q(s,  c)  à tout  le  plan.  — Posons  la  relation 


{ax^  cyy  J 

On  en  déduit,  par  une  sommation  relaiive  à æ,  ?/,  et  pour 


— 95  - 


Partageons  cette  intégrale  en  deux  autres,  comme  il  suit  : 


Q{s 


,c)r(s)=y^ 


Ult. 


La  seconde  intégrale  se  met,  par  la  relation  (11),  sous 
forme 


2AI/â/ 


la 


Comme  on  a (^(s)>1,  on  peut  évaluer  facilement  le  pre- 
mier terme;  on  change  ensuite  dans  le  second  la  variable  d’inté- 
gration t en  On  trouve  ainsi 


0 


l—'dl 


Ty(2A)  \ 

2Al/Âs-^ 


1 


Substituons  cette  valeur  dans  la  dernière  équation  ; nous 
obtenons 


(13) 


q(.9,  c)r(.s)  = 


2AI/ÂS  ~ "* 


Comme  0(^)  converge  vers  une  limite  finie  pour  t infini,  le 
second  membre  converge  pour  toute  valeur  de  s et  fournit,  par 
conséquent,  une  définition  du  premier  membre  valable  dans 
tout  le  plan. 


12.  Propriétés  analytiques  de  Q(s,  c).  — La  formule  (13)  nous 
montre  que  Q(s,  c)  est  une  fonction  uniforme  de  s dans  tout  le 
plan,  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1“  Celle  fonction  possède  un  pôle  unique  et  simple  s = 1 et 
n’a  aucun  autre  {)oint  critique; 
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La  fonction 


(s  — i)Q(s,  c) 


est  synectique  dans  tout  le  plan  et  adnaet  comme  zéros  tous  les 
pôles  de  L(s),  mais  elle  peut  aussi  avoir  d’autres  raeines; 

3“  Si  l’on  développe  la  fonction  (s  — i)Q(s,  c)  r(.9)  par  la  for- 
mule de  Maclaurin 

(s  — 1 ) Q (s,  c)  T (s)  = üa  -+  UfS  -4-  H-  ...  H-  • • • , 

la  loi  de  décroissance  des  coelïicients  est  donnée  par  la  formule 


I a„  I 


où  yj  tend  vers  zéro  pour  n infini. 

En  effet,  cette  loi  est  exacte  pour  chacune  des  intégrales 


00 


comme  on  la  montré  dans  la  démonstration  du  théorème  du 
n°  16  de  la  deuxième  partie  du  mémoire.  Cette  loi  subsistera 
donc  aussi  pour  la  combinaison 


4®  On  conclut  de  cette  remarque,  comme  dans  ce  théorème 
du  n®  16  que  nous  venons  de  rappeler,  que  la  fonction  (s  — 1) 
Q{s,c)  T {s)  et  par  suite  aussi  que  la  fonction  entière 


(•s  — 1)Q(«,  e) 


ne  peuvent  être  d'un  genre  supérieur  au  pretnicr; 

5"  Une  dernière  remarque  imporlarïte  est  celle-ci  : Le  résidu 
de  Q(.s%  c)  correspondant  au  pôle  .v  = 1 a pour  valeur 


!2Al/Â' 
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et  il  dépend  exclusivement  du  déterminant  ( — A)  et  nullement 
de  la  classe  c.  C’est  là  un  fait  très  remarquable,  sur  lequel  repose 
au  fond  la  méthode  de  Dirichlet  pour  l’évaluation  du  nombre 
des  classes,  et  qui  va  jouer  encore  un  rôle  essentiel  dans  la  suite. 


CHAPITRE  II. 

THÉORÈME  DE  DIRICHLET  .*  INFINITÉ  DES  NOMBRES  PREMIERS 
REPRÉSENTABLES  PAR  UNE  FORME  QUADRATIQUE. 


§ 1 . — Définition  et  propriétés  des  caractères  de  classes. 

13.  Toutes  les  classes  (positives)  proprement  primitives  du 
déterminant  ( — A)  forment,  comme  on  le  sait,  un  groupe  et 
peuvent  s’obtenir  chacune  une  seule  fois,  au  moyen  de  certaines 
classes  fondamentales  : 

Cj,  c<2, ...  Cf. 

appartenant  respectivement  aux  exposants 


en  formant  le  produit 

(i) c = CÎ^C^...  cjv, 

où  l’expression  cJ  d’exposant  nul  représente  la  classe  principale 
et  où  l’on  donne  aux  exposants  /ij,  Ihj. ...  h,,  toutes  les  valeurs  com- 
prises dans  le  tableau 

/i,  = 0, 1 , 2, ...  nii  — 1 ; 

7^2  = 0,  1 , 2, ...  m.2  — I ; 

hf.  = 0,  1,2,  ...  wi,  — 1 . 

Soient  maintenant  W21  •••  racines  quelconques  des 


7 
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équations 

(2) t , Wi*  — 1 , w”*’‘  = 1 ; 

nous  dirons  que  le  produit 

k (c)  = ... 

est  un  caractère  de  la  classe  c.  Le  nombre  de  ces  caractères  sera 
égal  à celui  des  racines  des  équations  (2),  c’est-à-dire  au  nombre 
des  classes  positives  proprement  primitives.  Nous  représenterons 
ce  nombre  par  h : 

A — m^in^ ...  m^. 

Il  est  clair  que  ces  délinitions  supposent  qu’il  y ait  plusieurs 
classes  de  formes  du  déterminant  ( — A),  L’analyse  que  nous 
allons  faire  n’a  d’objet  que  dans  cette  hypothèse. 

14,  Les  caractères  de  classes  jouissent  de  propriétés  analogues 
à ceux  des  caractères  d’un  nombre  (mod.  M). 

Nous  nommerons  caractère  principal  celui  qui  correspond 
aux  racines  des  équations  (2),  toutes  égales  à l’unité 

n\  = I , u'2  ~ I , ...  Wr  ==  1 ; 

nous  le  représenterons  par  k^. 

Nous  dirons  que  les  deux  caractères 

formés  respectivement  avec  les  racines  conjuguées 

Wiy  w.i,  ... 

i 1 1 

' y y ...  — » 

Wi  W.2  M/V 

sont  conjugués  ou  opposés.  Ln  caractère  qui  coïncide  avec  son 
opposé  (caractère  ambigu)  ne  peut  être  formé  que  de  racines 
réelles  des  équations  (2). 
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On  démontre,  exactement  comme  dans  le  cas  des  caractères 
d^un  nombre,  que  les  caractères  de  classes  jouissent  des  propriétés 
suivantes  : 

1®  Pour  tout  caractère  particulier  k,  la  somme  étendue  à 
toutes  les  classes  (positives)  proprement  primitives  est  nulle  : 

2/t(c)  = 0, 

c 

sauf  pour  le  caractère  principal,  auquel  cas  elle  est  égale  au 
nombre  des  classes  : 

Pour  toute  classe  c,  la  somme  étendue  à tous  les  caractères 
est  nulle  : 

2/£(c)  = 0, 

* 

sauf  pour  la  classe  principale,  auquel  cas  elle  est  égale  au 
nombre  des  classes  : 

A- 

3®  Pour  un  même  caractère  k et  deux  classes  quelconques  c 
et  c',  on  a la  relation 

k(c)k(c')  = k[cc'). 

15.  Nous  allons  passer  maintenant  à une  propriété  plus  par- 
ticulière des  caractères  de  classes. 

Désignons  par  m un  nombre  quelconque  impair  et  premier 
à A dont  le  déterminant  ( — A)  est  résidu  quadratique.  Ce 
nombre  m sera  proprement  représentable  par  une  forme  du 
déterminant  ( — A). 

Si  xcT  désigne  le  nombre  des  facteurs  premiers  différents  de  m, 
la  congruence 

= — A (inod  m) 
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aura  2®  racines  distinctes.  A ehacune  d’elles  correspond  un 
groupe  de  représentations  du  nombre  m par  des  formes  du  déter- 
minant ( — A).  En  outre,  ces  représentations  se  font  dans  une 
série  de  classes  qu’il  est  facile  de  figurer.  Soit 

m t==  •••, 

décomposé  en  ses  facteurs  premiers  et  représentons  par 

Cy,  ... 

respectivement  une  des  deux  classes  opposées  capables  de 
représenter  a,  P,  y, ...  Les  2^  groupes  de  représentations  de  m 
se  feront  respectivement  dans  les  2^  classes  c^,  figurées  par  les 
termes  du  produit  développé  (*) 

c-'’c^’cÿ^..(4  -H  r^){\  -t-  c’/)..., 

parmi  lesquelles  plusieurs  peuvent  coïncider,  mais  il  n’y  a pas 
lieu  de  tenir  compte  de  cette  circonstance  pour  le  moment. 

Désignons  par  k (c)  un  caractère  correspondant  à un  choix 
particulier  de  racines  des  équations  (2)  et  par 

une  somme  relative  à ce  caractère  mais  étendue  aux  2®  classes 
différentes  ou  non,  ci-dessus  définies.  Cette  somme  jouira  de  la 
propriété  fondamentale  suivante  : 

On  a,  pour  deux  nombres  m et  m'  premiers  entre  eux, 

2 2 = 2 

On  vérifie  immédiatement  cette  propriété,  en  remarquant  que, 
si  l’on  pose  symboliquement 

' 2 - (1  + 4”)  (1  + 4»)  (1  + 4") ..  , 


(*)  Voir,  sur  ce  point,  nos  Recherches  arithmétiques  sur  la  composition  des  formes 
binaires  quadratiques).  (Mémoires  iN-S»  DE  l’Académie  royale  uë  Bëlgiüue,  189ü.) 
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on  peut  aussi  écrire  symboliquement,  en  convenant  d’effectuer 
toutes  les  multiplications  indiquées, 

2 = /«  2 

La  propriété  indiquée  est  alors  la  conséquence  immédiate  des 
deux  relations,  dont  la  première  seule  est  symbolique  : 

2 = 2 2 


§2.  — Démonslralion  d'une  équation  fondamentale. 


16.  Posons,  pour  un  instant, 


f(m) 


m* 


en  vertu  de  la  propriété  qui  fait  l’objet  du  numéro  précédent,  on 
aura,  pour  m et  m'  premiers  entre  eux. 


f{m)  f(m')  = f(inm') 


Il  vient  ainsi,  d’après  une  formule  générale  due  à Euler  (*), 
(4)  . . . 2 ---A  = n(i  + fiq)  + nq'-)  + •••). 

m m*  7 

La  somme  du  premier  membre  s’étend  à tous  les  nombres 
impairs  m dont  ( — A)  est  résidu;  le  produit  du  second  membre, 
à tous  les  nombres  premiers  impairs  q dont  ( — A)  est  résidu 
quadratique;  entin,  on  suppose  cil  (s)  > 1,  pour  que  les  expres- 
sions soient  convergentes. 

Rappelons-nous  maintenant  que,  pour  ces  nombres  premiers 


(*)  Bachmann,  Die  nvnhjii-'iche  Znhletttheorie,  p.  10,  form.  17. 
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q ou  leurs  puissances  la  somme 

H-  k{c~^Ÿ 

se  réduit  à deux  termes;  il  vient 

/•(qr^)  = [A:(c,)>  k{c~'Ÿ]-^/ 

et  le  facteur  général  du  produit  infini  se  met  sous  la  forme 

I q-  [k{c,)  -+-  k{c-']]  * q--‘  [k(e,Y  -t-  k{c;'f\  ••• 

= — 1 + [l  -+-  q-‘k  (f,)  H-  q-^‘k  (c^Y  -t-  • • •] 

-t-  [1  q-’k{c;')  -t-  q-'‘'k{c-'Y  + 

c’est-à-dire,  par  la  sommation  de  ces  deux  progressions, 

i 1 

1— 1 —q~'k{Cq^) 

et,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

1 — 7-’* 

[<  — (<•,)]  [<  — ? "^■(<■7')] 

L'équation  (4)  se  met  ainsi  sous  la  forme 

(5)  ..  . 

m WI*  , [\  — q-^k  (r,)]  [1  — q~^k{c-^)] 

Dans  cette  équation  (5)  la  somme  s’étend  aux  mêmes  nombres 
m et  le  produit  aux  mêmes  nombres  q que  dans  (4),  c’est-à-dire 
aux  nombres  impairs  dont  ( — A)  est  résidu  quadratique. 

17.  On  peut  reproduire  la  somme  qui  figure  aux  premiers 
membres  des  équations  (4)  et  (5)  par  une  autre  voie.  Soient,  en 
effet, 


fly  A»  — fh 
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des  représentants  respectifs  des  classes 


C£,  C2î  •••  C/,, 

positives  et  pr.  pr.  du  déterminant  ( — A),  dont  le  nombre  sera 
désigné  par  h\  formons  l’expression 


(6)  - -4-  ^ ^^2^77’ 

fi  / 2 (h 

OÙ  la  somme  relative  à l’une  quelconque  des  formes  s’étend  à 
tous  les  systèmes  de  valeurs  de  et  y positives  ou  négatives, 
premières  entre  elles,  pour  lesquelles 


f.  = aa“  4-  ^bxy  cy^ 


acquiert  une  valeur  impaire  première  à A.  Soit  alors  t le  nombre 
des  solutions  de  l’équation  de  Pell,  on  aura  de  la  même  manière 
qu’on  obtient  l’équation  correspondante  dans  la  détermination 
du  nombre  de  classes  (*) 


A (s,  k)  — r 


et,  en  vertu  de  l’équation  (5), 


(7) 


A(s,  /f)=:rn  — 
? [1 


1 —q 


q-^k(c^)][\  —q-^k{r^^)] 


18.  Il  y a encore  une  dernière  transformation  à faire  subir  à 
celte  équation.  Désignons,  en  général,  par  p les  nombres  pre- 
miers impairs  dont  ( — A)  est  non-résidu  et  par  n les  nombres 
entiers  quelconques,  premiers  à 2A;  on  aura 


1 


Si  l’on  multiplie  membre  à membre  cette  équation  avec  la 


(*)  Dirichlet  DEDEKiNn,  Zahlevtheorie,  i*”  édition,  § 88. 
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précédente,  on  trouve  enfin  Téquation  fondamentale  ; 

1 


(8)  . . L(s,/f,)=:P(s)n 


, [1  — q-’k  (f,)]  [1  — q~‘k{c-')] 

Dans  cette  relation  on  a posé,  en  abrégé, 


(9)  . . 


p(s)==T  n 

^ ’ pi  —p-'“ 


(10)  L(.s,*)  = *(ci)  2 F 

/ 1 h 


f h 


Mais  les  nouvelles  sommes  S fr'  qui  entrent  dans  l’expression 
(10)  de  L (s,  k)  diffèrent  de  celles  qui  entrent  dans  l’expression 
(6)  de  k{s,k)  : on  doit  maintenant  attribuer  ^ x ei  y tous  les 
systèmes  de  valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  qui  donnent 
à la  forme  correspondante 

/’  ==  ax^  + %xy  4-  cy^ 


une  valeur  impaire  et  première  à Ar  Donc,  dans  l’expression  (10) 
de  L (s,  k),  on  a (n®  10) 


et  L (s,  k)  se  met  sous  la  forme 

h 

(11) L(s,A:)  = 2 A(c,)Q(s,  c,). 

i:=l 

Il  est  à remarquer  que  les  fonctions  L(s,  k)  qui  correspondent 
à deux  caractères  opposés  k et  4:“*  sont  identiques.  11  suffit,  pour 
le  constater,  d’observer  qu’on  a,  dans  la  formule  (8),  k(c~^) 


I 3.  — Propriétés  analytiques  des  fonctions  L (s,  k), 

19.  Les  fonctions  L [s,  k)  correspondent  exactement  aux  fonc- 
tions Z (5,  de  la  deuxième  partie  du  mémoire  : comme  celles- 
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ci,  elles  jouissent  de  propriétés  différentes  suivant  qu’on  a affaire 
au  caractère  principal  ou  à un  autre  caractère  : 

1”  Dans  le  cas  du  caractère  principal,  on  a K W = 1,  et  la 
fonction 

h 

L(s,  k„)  = 2Q(s>  Ci) 

1=1 

admet  le  même  pôle  5 ==:  1 que  les  fonctions  Q;  elle  n’a  aucun 
autre  point  critique,  et  la  fonction 

(S~  l)L(6',/g 

est  entière  dans  toute  l’étendue  du  plan. 

2®  Dans  le  cas  d’un  autre  caractère,  comme  le  résidu  relatif 
au  pôle  s = 1 est  le  même  pour  toutes  les  fonctions  Q (s,  c,)  et 
f[ue  la  somme  des  caractères  relatifs  aux  différentes  classes  est 
nulle,  on  voit  que  le  pôle  s = 1 disparait  pour  la  fonction 

L(.s  A;)=;|/i{c,)Q(.s,c,), 

<=1 

qui  est  entière  dans  tout  le  plan. 

20.  Développement  de  (s  — 1)  L (s,  k)  F (s)  par  la  formule  de 
Maclaurin,  genre  de  cette  fonction.  — Si  l’on  développe  la  fonc- 
tion 

(S  - i)i(s,k)r{s)  = 2 Mci){s - i)Q(s, c,)r(.s), 

i=l 

par  la  formule  de  Maclaurin  sous  la  forme 

«0  -H  «iS  H-  • • • 4-  -4-  ••  • , 

la  loi  de  décroissance  des  coefficients  sera  exprimée  par  l’inégali  té 

I I 

car  cette  loi  est  vraie  (12,3®)  pour  chacune  des  fonctions 
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(s  — i) Q (s,  Ci)  r (s),  qui  figurent  au  second  membre  de  la  der- 
nière équation. 

Cette  loi,  ainsi  qu’on  l’a  vu  dans  la  démonstration  du  n®  16  de 
la  seconde  partie,  nous  permet  d’affirmer  que  les  fonctions  entières 
{s  — 1)L(5,  Æ)  r (s)  ne  peuvent  être  d’un  genre  supérieur  au 
premier.  Leur  produit  par  la  fonction  du  premier  genre  1 : F (s) 
seront  donc  du  premier  genre.  D’où  la  conclusion  suivante  ; 

Les  fonctions  (s  — 1)  L (s,  ko),  dans  le  cas  du  caractère  prin- 
cipal,  et  L (s,  k)  dans  le  cas  d’un  autre  caractère,  sont  des  fonc- 
lions  entières  du  premier  genre. 

21.  Étude  des  zéros  des  fonctions  L (s,  k).  — La  loi  de  crois- 
sance des  modules  des  racines  successives  des  fonctions  L (s,  k) 
serait  difficile  à déterminer  avec  précision  ; mais  on  obtient,  sans 
peine,  le  seul  résultat  qui  nous  soit  utile  et  qui  peut  s’énoncer 
comme  il  suit  : 

Si  l’on  représente,  en  général,  par  p (k)  les  zéros  de  la  fonction 
L (s,  k),  la  série 

•y  _L_ 

fmr 

sera  absolument  convergente  pour  m > 1 . 

En  effet,  cette  propriété  est  exacte  pour  la  série  étendue  à 
tous  les  zéros  de  (s  — 1)  L (s,  k)r  (s),  en  vertu  de  la  loi  de 
décroissance  des  coefficients  étudiée  au  numéro  précédent; 
elle  est  exacte  aussi  pour  la  série  étendue  aux  zéros  de  1 : F (s); 
elle  subsiste  donc  pour  la  série  étendue  aux  zéros  des  deux  fonc- 
tions simultanément,  c’est-à-dire  à ceux  de  L {s,  k). 

Un  second  point  important  relatif  aux  zéros  résulte  de  l’expres- 
sion de  L (s,  k)  en  produit  infini  par  la  formule  (8).  Ce  produit 
est  absolument  convergent  et  aucun  de  ses  termes  ne  peut  s’an- 
nuler pour  cll(s)  > 1,  donc  : Aucune  racine  p (k)  ?î’a  sa  partie 
réelle  supérieure  à l’unité. 

Il  reste  encore  à démontrer  qu’aucun  de  ces  zéros  n’a  sa 
partie  réelle  égale  à l’unité.  C’est  là  un  point  plus  difficile.  Nous 
commencerons  par  démontrer,  par  une  méthode  nouvelle  et  très 
simple,  qu’aucune  des  fonctions  L (s,  k)  ne  s’annule  pour  s = 1. 
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§ 4.  Aucune  des  fondions  L (s,  k)  ne  s'annule  pour  s = 1 . 


22.  Prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres 
de  l’équation  fondamentale  (8)  et  changeons  les  signes.  Il  vient 

h P (^)  ^ (^q)  Ifj  ^ y 

L(s,k)'^  ^(s)~  q'  — k(c,)  ^ q’ — k(c;') 

La  fonction  P (s)  n’a  ni  pôles  ni  zéros  pour  ,^R  (s)  > comme 
le  montre  sa  définition  par  la  formule  (9).  Donc,  si  l’on  multi- 
plie l’équation  précédente  par  {s  — 1)  on  trouve,  sans  difficulté, 
en  faisant  tendre  s vers  l’unité. 


(13)  — lim(s 


q 


L (s,  k) 


kic. 


‘4 


23.  Étudions  les  valeurs  que  peut  avoir  le  premier  membre. 
Si  k = kQ  est  le  caractère  principal,  le  premier  membre  est  égal 
à l’unité;  dans  le  cas  d’un  autre  caractère,  il  sera  égal  à zéro, 
sauf  si  s = 1 est  un  zéro  d’ordre  de  multiplicité  [x  pour  la  fonc- 
tion L (s,  k)j  auquel  cas  le  premier  membre  est  égal  à ( — fx). 

Ajoutons  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  la  précé- 
dente en  attribuant  successivement  aux  caractères  toutes  leurs 
valeurs,  nous  obtiendrons  une  équation  finale  dont  on  simplifie 
facilement  les  deux  membres  : 

Le  premier  membre  sera,  d’après  ce  qui  vient  d’être  dit,  égal  à 


1 — 2 


en  désignant  par  hu  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  des 
zéros  s = 1 pour  les  fondions  successives  L {s,  k)  qui  s’annulent 
pour  cette  valeur  de  s. 

Le  second  membre  se  simplie  aussi,  car 

2A(g=5A(c,-')=o, 
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sauf  cependant  pour  les  nombres  premiers  Qq  représentables  par 
la  classe  principale  et  pour  lesquels 


k k 


Notre  équation  finale  se  réduit  donc  à 


1 — ^ lini  (s  — ^ ) 2 % ' 

*=*  -70  ^0 


Pour  s réel  et  >1,  le  second  membre  est  essentiellement 
positif.  Donc  Efx  est  égal  à zéro  ou  à un  et  il  n’y  a que  deux 
hypothèses  possibles  : 

1®  Aucune  fonction  L (s,  k)  ne  s’annule  pour  s = 1 ; 

2®  Une  seule  des  fonctions  successives  L (s,  Æ),  obtenues  par 
la  variation  du  caractère  k,  s’annule  pour  s==  1 et  elle  ne  peut 
admettre,  dans  cette  hypothèse,  qu’un  zéro  simple. 

24.  Plaçons-nous  dans  la  seconde  hypothèse,  pour  en 
démontrer  l’impossibilité. 

On  voit  d’abord  que  si  L(s,  k)  s’annule  pour  5 = 1,  le  carac- 
tère k est  nécessairement  réel  (c’est-à-dire  formé  d’un  produit  de 
racines  réelles),  sinon,  la  fonction  L (s,  k~'),  qui  est  identique 
à L{Sfk)  (n®  8),  s’annulant  aussi  pour  5 = i,  il  y aurait  deux 
fonctions  successives  admettant  cette  racine,  ce  qui  est  impos- 
sible, comme  on  l’a  montré  au  numéro  précédent. 

Donc,  si  une  fonction  L (s,  A:)  s’annule  pour  s = 1,  on  aura 
k(c)  ==  k{c~*)  et  la  formule  (8)  du  n"  18  donnera 


Désignons,  pour  un  instant,  par  les  nombres  q pour  lesquels 
k (Cg)  = 4-1,  par  q2  ceux  pour  lesquels  k{Cg)  = — 1 et  raison- 
nons sur  L(s, /c)  comme  sur  Z(s,  y)  au  n"  67  de  la  seconde  par- 
tie, nous  trouverons  d’abord 


(U)  . . . L(s,/f)  = p(5)n 


91 


■ fc.) 

L{s,  ko) 
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Donc,  si  l’on  remplace  P(s)  par  sa  valeur  el  si  l’on  pose 


(II)  . 


^(s)=Il 

P 


n 

H 


il  viendra,  par  la  formule  (14)  précédente, 


(III) 


L(s,k)L{s,ko) 

L(^s,ko) 


Or,  en  substituant  L à Z,  on  peut  raisonner  sur  les  formules  II 
et  111  comme  sur  les  formules  (2)  et  (3)  du  n®  67  de  la  seconde 
partie.  Donc  il  est  impossible  que  L(s,  A:)  s’annule  pour  1. 


§ 5.  Démonstration  du  théorème  de  Dirichlet. 


25.  La  première  hypothèse  du  n°  23  étant  la  seule  possible, 
reprenons  l’équation  (13)  et  multiplions-la  par  k(c),  ce  qui 
donne 

— /£(c-‘)  lirn  (s  - I)  lim  (s  — 1)  ^ -h 

*=t  L K)  s=i  ç ij 


le  premier  membre  sera  nul,  sauf  dans  le  cas  du  caractère  prin- 
cipal ou  il  est  égal  à un-  Ajoutons  toutes  les  équations  qui  se 
déduisent  de  la  précédente  par  l’échange  des  caractères  et  rap- 
pelons-nous que  les  deux  sommes 

k k 

s’annulent  respectivement,  sauf  si  c — c^  pour  la  première  ou  si 
c=  c~‘  pour  la  seconde,  auxquels  cas  elles  sont  respectivement 
égales  à /i;  il  viendra,  en  désignant  en  général  par  q,  les  nom- 
bres premiers  représentables  par  la  classe  c : 

V Si  c est  une  classe  bilatérale  (*)  (ambiguë)  auquel  cas  c==c 


m 


2/ilim  (s  — I)  ^ 

S=1  ^ 


9‘c 


> 


{*)  Je  me  sers  du  terme  bilatérale  comme  Iraducliuu  du  terme  ziveiseiciye  proposé  par 
M.  üedekiud. 


— 110  — 


2°  Si  c n’est  pas  une  classe  bilatérale, 


(15^) 


h lim  (s 


= 1. 


Ces  formules  renferment  une  démonstration  nouvelle  et  plus 
précise  du  théorème  de  Dîrichlet.  Elles  nous  permettent,  en 
effet,  d’énoncer  le  résultat  suivant  : 

Toute  forme  proprement  primitive  du  déterminant  négatif 
( — A)  peut  représenter  une  infinité  de  nombres  premiers. 

La  fréquence  des  nombres  premiers  ainsi  représentables  n’est 
pas  la  même  pour  toutes  les  classes  de  formes.  Elle  est  la  même 
pour  toutes  les  formes  appartenant  à des  classes  bilatérales,  la 
même  aussi  pour  toutes  les  formes  appartenant  à des  classes  non 
bilatérales,  mais  elle  est  moitié  moindre  dans  le  premier  cas  que 
dans  le  second.  Nous  allons  donner  à ce  résultat  une  expression 
plus  précise  encore  au  chapitre  suivant. 


CHAPITRE  ni. 

COMPLÉMENT  DU  THÉORÈME  DE  DlRlCHLET  : FRÉQUENCE  DES  NOMBRES 
PREMIERS  DANS  CHAQUE  CLASSE. 


§ 1.  — Les  fonctions  L(s,  k)  n’ont  pas  de  racines  de  la  forme 

1 -h  (3i  (*). 

26.  Revenons  à l’équation  (12),  établie  pour  <iR  5 > 1, 

rw  1 T/  ;\  P^(^)  v V 

- “ ■"  ? 

Multiplions  cette  équation  par  s — 1 — /3î,  (3  étant  réel  et  diffé- 
rent de  zéro;  puis  faisons  tendre  s vers  1 -h  (3/.  Il  viendra,  en 


(*)  Nous  avons  légèrement  moditié  la  ré^laction  dont  le  résumé  a paru  dans  le  Bulletin, 
pour  tenir  compte  de  la  moditication  correspondante  apportée  ù la  seconde  partie. 
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négligeant  au  second  membre  des  termes  dont  la  limite  est  visi- 
blement nulle, 

— lim  (s — 1 — Sî)DlogL(s,  k)  = ]im  {s  — 1 — Qi)  \ 1 /f(c,)  + A-(c~')J  — • 

s=l+^i  " L 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à zéro,  si  le 
point  i -4-  (3î  n’est  pas  un  zéro  de  L(6*,  k).  Si  ce  point  est  au  con- 
traire un  zéro,  le  premier  membre  est  égal  à — \ en  désignant 
par  X l’ordre  de  multiplicité  du  zéro. 


27.  Ajoutons  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent 
de  la  précédente  en  attribuant  aux  caractères  toutes  leurs  valeurs. 
Le  second  membre  de  l’équation  ainsi  obtenue  se  simplifie,  parce 
que  la  somme  des  caractères  est  nulle,  sauf  pour  les  nombres 
premiers  Qq  représentables  par  la  classe  principale.  Pour  ceux-ci, 
cette  somme  est  égale  à h.  On  trouve  donc 


2/i  lim  (6*  — i 


Au  premier  membre,  SX  désigne  la  somme  des  ordres  de 
multiplicité  des  zéros  s = 1 h-  (3/,  pour  les  différentes  fonctions 
qui  s’annulent;  au  second  membre,  la  somme  s’étend  aux  nom- 
bres premiers  qQ  représentables  par  la  classe  principale. 

L’équation  précédente  peut  aussi  s’écrire  sous  la  forme 


— ^ A = 2/i  lim  (s  — i ) 2 

10 


Comparons  cette  équation  à la  suivante 

i = 2/i  lim  (s  — i)  5 ’ 

S=1  ^ (jt, 


qui  est  un  cas  particulier  de  l’équation  (15“)  du  n®  2d.  Nous 
pouvons  raisonner  sur  ces  deux  équations  comme  on  l’a  fait  sur 
les  équations  (2)  et  (5)  aux  n®*  71  et  72  de  la  seconde  partie. 
On  doit  nécessairement  en  conclure  IlX  ==  0.  Par  conséquent, 
aucune  des  fonctions  L(s,  k)  ne  s’annule,  pour  s = 1 (3/. 
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§ 2.  — Démonstration  et  cas  particuliers  de  deux  formules 
générales. 

28.  Reprenons  encore  une  fois  l’équalion  (12)  du  chapitre 
précédent 

^ ^ P (s)  fr-k[c,)  ^q‘-k(c-') 

Multiplions  les  deux  membres  par 

y^ds 


[s  — w)  (s  — v) 


(1) 


intégrons  de  (a  — bï)  à (a  -h  bi)  et  faisons  tendre  b vers  l’infini. 

Nous  supposerons  que  a est  > 1 et  que  m et  ne  sont  pas  des 
pôles  de  D log  L(s,  k).  11  vient,  dans  ces  conditions, 


a '001 

i /*  xpds  1 / 

-J  Dl«gL(*, 


0+00  i 

'P'(s)  xj'ds 


a — 00» 
0+001 


_L  f*  \ 

"^TriJ  ^ O*  — 


P (s)  {s  ~ u)  (s  — v) 
k (Cg)  Iq  y^ds 


9*  — k[Cq)  {s—u)(s~v) 


0+00» 


i k{c-^]lq  y^ds 

^ q" - k(c~^)  {s  ~u){s—v) 


29.  Évaluons  d’abord  le  second  membre.  Si  l’on  remarque 
que  l’on  a 


P (s)  ^ — l " + p‘' 


■y  k{c,)lq  ^ ^ k{c,)lq 

7 9’  — ^ f 


y k(t*)iq 

2à  ^5. 
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on  trouve,  en  reproduisant  les  raisonnements  du  n°  (74)  de  la 
deuxième  partie  du  Mémoire,  que  ce  second  membre  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


les  sommes  de  la  première  ligne  s’étendant  à toutes  les  puissances 
paires  inférieures  à ij,  des  nombres  premiers  p;  celles  de  la 
seconde  ligne  à toutes  les  puissances  entières  inférieures  à y, 
des  nombres  premiers  q. 

30.  Passons  à l’évaluation  de  l’intégrale  du  premier  membre. 
Il  y a deux  cas  à distinguer  : 1°  Dans  le  cas  du  caractère  prin- 
cipal, on  peut  raisonner  sur  L(s,  Uq)  comme  sur  Z(s,  ^o) 

la  seconde  partie  (n®  74);  2”  dans  le  cas  d’un  autre  caractère,  on 
peut  raisonner  sur  L(s,  k)  comme  sur  Z (s,  '£).  Il  suffît  donc  de 
changer  Z en  L et  ^ en  A:  dans  les  résultats,  c’est  à dire  dans  les 
formules  (4)  et  (5)  du  n®  74  de  la  seconde  partie. 

31.  Formules  générales,  — En  définitive,  l’équation  (1)  se 
transformera  dans  l’une  des  deux  suivantes  : 

1°  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 


(r) 


L'(î(,  ko)  ^ V{v,  ko) 


L (m,  ko)~^  ^ L (v,  ko) 


8 
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2®  Dans  le  cas  d’un  autre  caractère, 


(2^) 


ÿ“  2 + 2/’  2 

9»»<y  V 9”‘<y 


L'(w,  A:)  I/(v,  A:)  ^ ^ 

w“— V V"  — -V  - « — 


32.  Pr'emier  cas  particulier  : v ==  0,  ^(u)  =1.  — Si  l’on 
pose  î;  = 0 dans  les  équations  précédentes  et  si  l’on  suppose  que 
la  partie  réelle  de  u soit  égale  à l’unité,  on  peut  simplifier  les 
équations  précédentes  de  la  même  manière  que  les  équations 
correspondantes  dans  la  seconde  partie  du  Mémoire  (n”*  76 
et  77).  On  trouvera  évidemment,  en  désignant  par  e une  quan- 
tité qui  tend  vers  zéro  quand  y tend  vers  l’infini  : 

1®  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 


5“)  - 


Iq 


y 

7“  - < 


^.2'7l  -2  2,7— 

y q<y  J v^<y  r ' 


L'(î/.,  Ao)  U 


L{i(,K)  \—ii 

2®  Dans  le  cas  d’un  autre  caractère, 


7<y  7“  — f^(^q)  7<y  7"  — HCq') 


-Z  2 • 

U q<y 


k[c,')]lq  + 2 2 

p*<y 


h 

p2u  __ 


L'(w,  A:) 
L {u,  k) 


33.  Deuxième  cas  particulier  ; u — 1 . — Faisons  u=\  dans 
les  équations  précédentes.  On  pourra  en  simplifier  l’écriture,  en 
désignant  par  Z des  quantités  qui  convergent  vers  des  limites 
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finies  pour  y infini.  On  trouve  ainsi,  comme  aux  n”'’  78  cl  79 
de  la  deuxième  partie  : 

l”  Dans  le  cas  du  caractère  principal, 


2®  Pour  un  autre  caractère, 


5^ 


34.  Combinaison  des  équatio7is  précédentes.  — Soit  c une 
classe  quelconque,  positive  et  proprement  primitive.  Multiplions 
(4*)  par  /c(c~')  ; cette  équation  devient 

(iî)  2 + — -2  p(V'V%7'fi'‘)]^'/  = A’, 

q<y  9 y q<y 

sauf  dans  le  cas  du  caractère  principal  où  l’on  retombe  sur  (4"). 
Ajoutons  ensemble  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  (5) 
par  l’échange  des  caractères  entre  eux.  Comme  la  somme 

8 [/c(c,c~‘)  k (c7‘c-‘)]  = 0, 

sauf  pour  les  nombres  premiers  q,  représentables  par  la  classe  c 
ou  la  classe  c~*,  auquel  cas  cette  somme  est  égale  à 

"2//,  si  c ==«  c~*  est  une  classe  bilatérale; 

A,  si  c n’est  pas  une  classe  bilatérale, 

on  trouve  Tune  des  deux  équations  suivantes  . 

1®  Si  c est  une  classe  bilatérale, 


\ '± 
Lî,<v  q. 


(6")  . . . 2/i 
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" 2°  Dans  le  cas  contraire, 


g 3.  — Conséquences  asymptotiques  des  formules  du  paragraphe 

précédent. 

35.  1 .es  équations  (6)  sont  identiques  de  forme  à celle  sur 
lesquelles  nous  avons  raisonné  au  chapitre  IV  de  la  première 
partie  ou  au  n”  (80)  de  la  seconde.  Elles  conduisent  donc  respec- 
tivement aux  conclusions  correspondantes  : 

1“  Si  Von  désigne  par  h le  nombre  des  formes  positives  propre- 
ment primitives  du  déterminant  ( — A),  les  expressions 


2 'ï-. 


si  c est  une  classe  bilatérale  ; 
dans  le  cas  contraire, 


expressions  où  les  sommes  s’étendent  aux  nombres  premiers  < y 
et  représentables  par  la  classe  c ont  pour  limite  runilé  quand  y 
tend  vers  Vin  fini. 

2“  Les  différences  correspondantes 

ih  y II/  ou  h 2 — — ly, 

qc<y  9e  qp<y  9c 

tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées  quand  y tend  vers 
Vin  fini; 

3®  Le  nombre  des  nombres  premiers  <iy  et  représentable  par 
la  classe  c a pour  expression  asymptotique 

1 -f-  f ?/  \ e y 

, ; — — ou  

'ih  ly  h ly 

suivant  que  c est  une  classe  bilatérale  ou  non,  e désignant  une 
quantité  qui  tend  vers  zéro  pour  y infni. 
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36.  Considérons  encore  un  caractère  k différent  du  principal 
et  reportons-nous  à l’équation  (3*)  du  n“  32.  Cette  équation  peut 
maintenant  se  siniplifier.  En  effet,  on  peut  y négliger  la  quantité 

y n<y 

qui  tend  vers  zéro,  pour  y infini,  quand  = La  démon- 

stration est  la  même  qu’au  n®  (82)  de  la  seconde  partie.  On 
trouve  ainsi,  pour  ^(u)=  i, 

^ k(c,)lq  ^ k{e;']lq V{u,  k)  _ ^ y ^ ^ ^ 

à,  q”  - kic,)*  " q-  — k {e-')  “ L (w,  k)  ",  p’“  - 1 

e tendant  vers  zéro  pour  y infini. 

37.  En  réduisant  le  premier  membre  au  même  dénomina- 
teur, on  déduit  facilement  de  celte  équation  le  théorème  suivant  : 

La  série 

l[k{c,)^k{e^')A 

q " 

étendue  à tous  les  nombres  premiers  q dont  ( — A)  est  résidu,  est 
convergente  pour  <îR(u)  = 1 pourvu  que  le  caractère  k soit  dif- 
férent du  principal. 


NOTE 


sur  une  démonstration  de  M.  Hadamard  et  sur  une  simplification 
de  la  première  partie. 

Depuis  l’impression  de  la  première  partie  de  notre  travail, 
M.  Hadamard  a publié  un  mémoire  important  Sur  la  distribution 
des  zéros  de  la  fonction  ^(s)  et  ses  conséquences  arithmétiques 
(Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1896).  Il 
démontre,  lui  aussi,  (|ue  ([^(.s)  n’a  pas  de  zéros  sur  la  droite 
.^(s)=:l.  Mais  cette  démonstration,  qui  ne  fait  appel  qu’aux 
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propriétés  les  plus  élémentaires  de  est  plus  simple  que  la 
nôtre.  Elle  revient  à montrer  que  si  s = 1 -+-  (3i  était  un  zéro, 
5 =:1  -h  2(3î  serait  un  pôle  de  ^s),  ce  qui  n’est  pas,  car  cette 
fonction  n’a  que  le  seul  pôle  s = 1. 

A cet  effet,  l’auteur  envisage  la  fonction  log  mais  on 
simplifie  encore  notablement  les  raisonnements  en  considérant, 
comme  nous,  la  fonction  D log  ^(s).  Voici  alors  à quoi  sc  réduit 
cette  démonstration  que  l’on  substituera  avec  avantage  à celle 
qui  prend  tous  les  numéros  de  50  à 50  de  notre  première  partie. 

Soit  s réel  et  > 1,  l’expression 


— liin  (s  — 

*=i 


1)  D loge  (s  -t-  pi)  — 


lim(s—  I)  2 


¥ 


est  égale  à 0,  à -h  1 ou  à — 1,  suivant  que  s = 1 h-  est  un 
point  ordinaire,  un  pôle  ou  un  zéro  de  ^(s)  et  réciproquement. 
Donc,  en  négligeant  la  partie  imaginaire  du  second  membre,  les 
mêmes  conclusions  s’appliquent  à l’expression 


Ip 


lim  {s  — 1 ) y cos  Bip 

s=i  ^ P 


D’ailleurs,  s = 1 étant  un  pôle,  on  a 


Si,  par  impossible,  s = 1 -t-  (3e  était  un  zéro,  on  aurait,  en  addi- 
tionnant ces  deux  expressions, 

lim  (,s‘  — I ) 2 ~ 

*=i  p" 

donc,  en  , multipliant  respectivement  tous  ces  termes,  qui  sont 
positifs,  par(l  — -cos  (3/p),  qui  est  compris  entre  zéro  et  deux, 
et  remarquant  que 

2(1  -H  cos  plp)  (1  — cos  plp)  =1  — cos  28/p , 
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on  aura  aussi 


lim  {s 

ê=i 


i)2(' 


Ip 

cos  ^^Ip)  — =0, 


et,  par  conséquent, 

Ip 

lim  (.9  — 1)2  cos  ^fÂp  1 , 


c’est-à-dire  que  (1  H-  serait  un  pôle  de  ^(s). 

La  même  méthode  s’applique  aux  fonctions  Z (s,  ’/)  et  L(s,  k), 
et  c’est  ainsi  que  nous  avons  procédé  dans  la  seconde  et  dans  la 
troisième  partie  du  Mémoire. 


RECTIPICATIOÎS  A LA  PHEMIÉRE  PARTIE. 

Dans  une  note  à la  page  70  de  la  première  partie,  nous  avons  révoqué  en  doute  les 
eonclusions  obtenues  par  M.  von  Mangoldt,  dans  un  article  intitulé  Auszug  ans  einer 
Arbeü  unter  dem  Titel  : Zu  Riemann's  Abhandlung  über  die  Anzahl  der  Primzahlen 
miter  einer  gegebenen  Grosse.  Nous  n’avions  pas  alors  connaissance  de  l’article  complet 
publié  dans  le  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  CXIV. 

Nous  avons  reconnu  que  la  démonstration  de  la  formule  de  Riemann  proposée  par 
M.  von  Mangoldt  est  inattaquable.  Les  difficultés  que  nous  avons  signalées  dans  notre 
appendice  sont  donc  résolues;  cependant  la  plupart  des  réflexions  que  l’on  y trouvera 
restent  justifiées,  en  ce  qui  concerne  les  conséquences  que  l’on  peut  déduire  directement 
de  cette  formule, 
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DE  DÉTERMINANT  POSITIF 


PRÉLIMINAIRE 

Le  résumé  de  celle  qualrième  parlie,  que  nous  avons  publié 
dans  la  première  parlie  des  Annales,  servira  ulilemenl  d’inlro- 
duciion.  On  y verra  que  loule  celle  longue  analyse  converge 
vers  un  seul  bul,  la  démonslralion  du  ihéorème  du  n®  99,  donl 
la  simplicilé  conlrasle  avec  les  difficultés  que  rencontre  sa 
démonslralion.  Nous  ajouterons  encore  les  remarques  suivantes  ; 

Le  chapitre  premier  n’esl  qu’une  introduction  analytique.  On 
y trouvera  une  série  d’inlégrales  définies  simples  ou  multiples. 
Elles  délinissenl  des  fondions  entières  vérifiant  la  condition  0 
el  ce  sont  des  types  simples,  auxquels  se  ramènent  les  fonctions 
plus  complexes  des  chapitres  suivants. 

Le  chapitre  11  présente  une  élude  complète  de  la  fonction 
Zft  {s,  U,  v).  Celle  fonction,  qui  renferme,  comme  cas  particulier, 
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la  fonclion  ^ (s),  ne  paraît  pas  avoir  été  étudiée  jusqu'ici.  Elle 
exige  nécessairement  une  analyse  compliquée.  Celle  que  nous 
proposons  doit  être  la  plus  simple,  car  elle  conduit  à énoncer 
les  propriétés  de  la  fonction  sous  une  forme  absolument  irréduc- 
tible (n®  33). 

Les  fonctions  A (s,  u,  v)  et  B (s,  u,  v)  du  chapitre  IJI  rentrent 
dans  celles  qui  ont  été  étudiées  par  M.  Lipschitz  (§ * *).  Il  y a 
quelques  points  de  contact  entre  l’analyse  de  IVJ.  Lipschitz  et  la 
nôtre  dans  les  §§  1 et  2,  mais  les  résultats  du  § 3 nous  sont 
entièrement  personnels. 

L’analyse  de  la  fonction  G (s,  w,  v)  aux  chapitres  IV  et  V était 
aussi  entièrement  à faire.  Nous  nous  sommes  contenté  d’établir 
les  théorèmes  qui  doivent  nous  servir  au  chapitre  VL 

La  fonction  Q (s,  c)  a été  définie  par  Dirichlet  pour  s réel.  Elle 
a été  étudiée  ensuite  au  même  point  de  vue  par  MM.  Weber  et 
Mayer  (**),  mais  ces  géomètres  n’ont  donné  aucune  formule  qui 
pùt  servir  de  base  à notre  analyse. 


CHAPITRE  PREMIER 

Définition  de  la  condition  0.  Théorèmes  généraux 

SUR  LES  FONCTIONS  QUI  LA  VÉRIFIENT 


§ i . Définitions  et  théorèmes  généraux 


1.  Définition  de  la  condition  0.  Nous  aurons  souvent  à 
considérer,  dans  cette  partie  du  Mémoire,  des  fonctions  entières 
et  plus  particulièrement  leur  développement  en  série  potentielle 
sous  la  forme 


(!)• 


F(s)  = Ao 


Al 

T 


1.2...  n 


(*)  Untersuchungen  der  EUjenschafien  einer  Galtung  von  unendlichen  Reiheu. 
(Journal  DE  Crelle,  CV,  1889.) 

(**)  Voir  la  troisième  partie,  n»»  1 et  2. 
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Il  s’agira  généralement  de  prouver  que  les  coefficients  de 
ce  développement  vérifient  une  certaine  condition  que  nous 
allons  définir  une  fois  pour  toutes  et  que  nous  appellerons  désor- 
mais la  condition  0.  Cette  condition  est  la  suivante  : 

On  dira  que  la  fonction  F (s),  définie  par  la  formule  (1),  vérifie 
la  condition  0,  sf,  tous  les  coefficients  A ayant  des  valeurs  déter- 
minées, on  peut  poser,  pour  toutes  les  valeurs  de  n supérieures  à 
un  nombre  donné  N, 

(0) mod  A„  < [ùs.lnY, 


où  A est  une  constante  par  rapport  à n (*). 

Il  est  à remarquer  que  si  F (s)  vérifie  la  condition  0,  on 
pourra,  en  modifiant  au  besoin  la  valeur  de  A,  faire  en  sorte  que 
l'inégalité  précédente  soit  satisfaite  pour  n^^l. 

2.  Vérification  uniforme  de  la  condition  0.  La  fonction 
considérée  F (s)  peut  aussi  dépendre  d’un  paramètre  a,  qui  varie 
dans  un  certain  intervalle,  ou  même  dans  une  certaine  région 
si  OL  est  imaginaire.  Cette  fonction  peut  alors  se  désigner  par 
F (s,  a). 

Si  F (s,  a)  vérifie  la  condition  0 pour  toutes  les  valeurs  de  a, 
on  peut  poser,  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  a : 


F (s)  = Aü  (a) 


A,  {a)  A,  (a) 

— S -H  •••  H s‘ 

1 1 . 2 . . n 


et,  pour  toutes  les  valeurs  de  n supérieures  à un  nombre 
donné  N, 

mod  A„  < (Alnf. 


(*)  Si  la  fonction  K (.9)  vérifie  la  condition  0,  il  résulte  de  la  formule  de  Stirling  que  l’on 
peut  définir  un  nombre  d indépendant  de  n et  tel  qu’on  ait,  pour  n > % 

mod  A„  / /7i\« 

— ■ 

C’est  sous  celte  forme,  équivalente  à la  précédente,  que  j’ai  défini  la  condition  e),  dans  le 
résumé  de  la  quatrième  partie  du  Mémoire  publié  dans  la  [tremière  partie  des  Auiioles. 


En  général,  dans  cette  inégalité,  il  faudra  supposer  A et  N 
fonctions  de  a.  Mais  si  l’on  peut  supposer  ces  deux  quantités 
indépendantes  de  a et,  en  outre,  assignera  tous  les  coefficients  A 
des  limites  supérieures  indépendantes  de  a,  nous  disons  que 
F (Sf  a)  vérifie  uniformément  la  condition  0.  Nous  ajouterons, 
s’il  y a lieu  de  le  préciser,  que  cette  uniformité  a lieu,  a étant 
considéré  comme  variable  dans  telles  conditions  déterminées. 

3.  Remarques  sur  les  notations.  Nous  rencontrerons  sou- 
vent, dans  notre  analyse,  des  fonctions  qui  nous  intéresseront 
uniquement  par  la  propriété  de  vérifier  la  condition  0.  Comme 
il  importe  de  définir  une  notation  rappelant  cette  propriété,  nous 
ferons  les  conventions  suivantes,  qui  seront  observées  jusqu’à  la 
fin  du  Mémoire  : 

Une  fonction  vérifiant  la  condition  0 sera  représentée  d’une 
manière  générale  par  0 (s).  — Des  fonctions  différentes  vérifiant 
la  condition  0 le  seront  par  0-i(s),  ...,  s’il  y a-lieu  de  distin- 

guer ces  fonctions  entre  elles;  sinon, elles  seront  toutes  également 
représentées  par  0 (s). 

Une  fonction  qui  vérifie  uniformément  la  condition  0,  pour 
un  système  déterminé  de  valeurs  d’un  paramètre  a,  sera  repré- 
sentée par  0 (s,  a). 


4.  Extension  des  définitions  précédentes.  Les  définitions  et 
les  notations  ci-dessus  se  généralisent  d’elles-mémes  et  s’éten- 
dent au  cas  où  la  fonction  considérée  de  s dépend  de  plusieurs 
paramètres  P, ... 

Si  la  fonction 


F (s,  «,  % ...)-=  Ao(«,  p,  •..) 


A»  (a,  p, ..  ) 

S 

\ 


AJa,  p,  ..  ) 
S 

{ .Î2...  Al 


vérifie  la  condition 

mod  A„  < (A/?i)", 

pour  n > N et  pour  des  valeurs  de  N et  de  A indépendantes  de 
a,  p, ...;  si,  en  outre,  on  peut  assigner  à tous  les  coefficients  A 
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des  limites  indépendantes  de  a,  (3, nous  dirons  que  la  fonction 
F(«,  a,  (3, ...)  vérifie  uniformément  la  condition  0.  Dans  ce  cas, 
nous  la  représenterons  par  la  notation  0 («,  a,  P, ...). 

Il  importe  de  remarquer  que,  quand  il  s’agira  de  la  condition  0, 
le  développement  en  série  potentielle  sera  toujours  supposé  se 
faire  par  rapport  à la  variable  s.  11  n’y  aura  donc  jamais  d’ambi- 
guïté possible  dans  ces  notations.  Nous  nous  servirons  cependant 
de  la  notation  0(a,  P, ...)  pour  désigner  une  fonction  continue  et 
limitée  de  a,  P, ...  qui  ne  contient  pas  s,  mais  ce  n’est  en  réalité 
que  l’application  des  conventions  précédentes  au  cas  particulier 
où  le  développement  de  Taylor  se  réduit  à son  premier  terme. 

5.  Importance  de  la  condition  0.  Une  fonction  qui  vérifie 
la  condition  0 ne  peut  être  d’un  genre  supérieur  au  premier,  et 
si  elle  a une  infinité  de  racines  p,  la  série  Sp*”,  étendue  à toutes 
ces  racines,  sera  absolument  convergente  pour  m < — 1.  Ce  sont 
ces  conséquences,  dont  on  a déjà  vu  le  rôle  essentiel  dans  les 
parties  précédentes  du  Mémoire,  qui  rendent  importante  pour 
nous  l’étude  de  la  condition  0.  Ces  deux  conséquences  dérivent 
immédiatement  des  principes  établis  par  M.  Hadamard.  Nous  les 
avons  appliqués  déjà  aux  n®®  16  et  17  de  la  deuxième  partie  du 
Mémoire  et  il  est  inutile  de  les  reproduire  encore  une  fois. 

6.  Théorème  I.  Si  une  fonction  0 (s)  vérifie  (uniformément) 
la  condition  0,  la  fonction  0 (as  -h  b),  obtenue  en  y remplaçant 
s par  une  fonction  linéaire  de  s,  vérifie  aussi  (uniformément)  la 
condition  0 . 

Théorème  II.  Si  plusieurs  fonctions  vérifient  (uniformément) 
la  condition  0,  il  en  est  aussi  de  même  pour  leur  somme  et  pour 
leur  produit. 

Nous  allons  démontrer  ces  deux  théorèmes,  en  considérant, 
dans  les  démonstrations,  toutes  les  lettres  comme  des  quantités 
réelles  et  positives.  Le  raisonnement  fait  dans  cette  hypothèse 
sera  concluant  a fortiori  pour  tous  les  autres  cas. 
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Démonstration  du  théorème  /.  Considérons  la  fonction 


avec  la  condition 


(2) < (ùiAnY,  pourn  > N. 


Il  est  d’abord  évident  que  0 (as)  vérifie  la  condition  0,  car  cette 
substitution  revient  à nniultiplier  A„  par  a"  et  l’on  a,  par  (2), 


< (aA./w)". 


En  définitive,  il  suffit  de  montrer  que  B (s  -h  b)  vérifie  la 
condition  0.  Pour  faire  cette  démonstration,  on  peut  supposer 
que  les  coefficients  de  la  série  (I). 


i . 2 . . /I 


vont  constamment  en  décroissant  à partir  de  n = N.  En  effet,  si 
cette  condition  n’avait  pas  lieu,  on  pourrait  remplacer  la  série  (1) 
par  une  autre  dont  les  coefficients  seraient  plus  grands  que  ceux 
de  la  série  (1),  vérifieraient  la  condition  (2)  et,  en  outre,  celle  que 
nous  venons  de  dire  (*).  Le  raisonnement  fait  sur  cette  nouvelle 
série  sera  a fortiori  concluant  pour  la  série  (i).  On  peut  enfin 
supposer  6 < 1,  car  le  raisonnement  fait  pour  6 < I s’étend  de 
proche  en  proche  à toutes  les  valeurs  de  6.  Posons,  dans  cette 
hypothèse, 


g 

ô (s  -4-  6)  = Bo  -f-  B, s -4-  •••  H s”  -4-  •••  . 


(•)  11  suffira,  par  exemple,  de  faire 


et  de  donnera  d une  valeur  fixe  suffisamment  grande  (voir  la  note  page  3).  Les  coefficients 
iront  en  décroissant  pour  n>  d,ln. 
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On  aura 


6 6^ 

B,  = (6)  = A„  -4-  A„^.,  - A„+,  — 


= A„  -4- 


A„+,  , .w  A„+,  (n-4-t)(«-4-2) 


[n  i)6  H-  - 


w -4- 1 ' ' (/«H-i)  (n-H2)  1.2 

Mais,  par  hypothèse,  les  coelïîcienls 


6^  + ..-. 


A 

"/2  5 . . 


‘n+2 


-h  1 (W  -H  1)  (n  -4-  2) 

sont  décroissants;  on  a donc,  6 étant  < 1, 


B„<A  Ii+(.i-4-1)6 


(ri  -4-1)  (n  -4-  2) 

r72 


h- 


ce  qui  prouve  le  théorème. 


Démonslralion  du  théorème  Ll.  La  première  partie  du  théo- 
rème est  évidente.  Il  suffira  d’établir  que  le  produit  de  deux 
fonctions  qui  vérifient  la  condition  0 vérifie  aussi  la  condition  0. 
Pour  cela,  nous  allons  nous  servir  d’une  représentation  symbo- 
lique du  développement  taylorien.  Considérons  la  fonction  0 [s] 
de  la  démonstration  précédente;  en  admettant  que  le  premier 
coefficient  Aq  = 1 (ce  qui  n’importe  pas  à la  généralité  des  rai- 
sonnements) et  en  posant  symboliquement  A"==  A„,  on  pourra 
poser  symboliquement  aussi 


â [s^  = 6^'  = 1 -+-  AjS 


1.2...n 


A"  = A„  < (A//4)",  pour  /i  > 1 . 

-2 


8 - 


Pour  une  autre  fonclion  (s),  les  mêmes  conventions  donne- 
ront 


é,  (s)  = e®*  = i BjS  ■+•  •••  -4- 


B. 


i .2  ...  « 


B”  B„  < {àJnYy  pour  w > 1. 


Il  résulte  de  ces  inégalités  qu’on  aura  une  limite  supérieure 
d’une  expression  symbolique  entière,  à termes  positifs,  de  degré 
en  A et  de  degré  q en  B,  en  y remplaçant  A par  A//)  et  B par 
Aj/g,  pourvu  seulement  qu’on  ait  aussi 

Aj  < Mp,  Bi  < àjq. 


Or  on  a aussi  symboliquement 


ô {s)  0,  (s)  ==  = 1 


(A  B)  s H-  ••• 


(A^” 

1 . 2 ...  n 


et,  par  la  remarque  précédente,  à partir  d’une  valeur  suffisam- 
ment grande  de  n, 

(A  B)"  < [(A  -t-  Al)  ln]'\ 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


7.  Théorème  IIL  Soit  G (5,  a)  une  fonction  qui  vérifie  uni- 
formément  la  condition  0 dans  Vintervalle  (a,  b)  du  paramètre  a, 
Vintègrale  à limites  finies 


vérifie  aussi  la  condition  0. 

Ce  théorème  est  évident.  En  employant  les  notations  du  n®  3, 
on  peut'  l’exprimer  par  l’équation 


/ 


0 (s,  a)  </a  = 6 (s). 
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Sous  celte  forme,  le  théorème  se  généralise  aisément.  Si  a est 
une  variable  complexe  et  C un  coniour  fini  d’inlégration,  on  a 

ô(s,  a)  r/a  = 0 (s), 
c 


Plus  généralemcni  encore,  en  employant  les  nolalions  du  n®  4, 


h (s,  a,  r •••)  drx  — b {s,  (5,  r -Oî  Gtc. 


8.  Exemples.  Une  exponentielle  quelconque 


a 

q(‘S  „ >1  ^ 

1 1.2 


vérifie  évidemment  la  condition  H.  De  plus,  si  a est  variable, 
celte  exponentielle  vérifiera  uniformément  la  condition  0,  pourvu 
que  a reste  compris  entre  deux  limites  finies. 

Les  fonctions  sinas  et  cosas  n étant  que  des  sommes  ou  des 
différences  d’exponentielles,  vérifient  aussi  la  condition  © et  dans 
les  mêmes  conditions  que  l’exponentielle. 


9.  Théorème  IV.  Une  intégrale  de  la  forme 
ô (x,  a,  p,  ...) 

où  a est  un  nombre  positif  et  où  0 (x,  a,  (3,  désigne  une  fonction 
continue  et  limitée  de  la  variable  d'intégration  x et  des  paramètres 
a,  (3,  ...  est  une  fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la 
condition  0,  les  paramètres  étant  considérés  comme  variables. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  comprise  dans  celle  du 
n®  16  de  la  seconde  partie  du  Mémoire. 


— 10  — 


§ 2.  l'ransformation  générale  d'une  intégrale  définie  simple, 
Application  à F {s), 

10.  Soit  f (z)  ' une  fonction  syneclique  de  la  variable  imagi- 
naire Z dans  un  cercle  de  rayon  b autour  de  l’origine.  L’inlé- 
grale 


0 


représente  une  fonction  syneclique  de  la  variable  s pour 
^ (s)  > — 1.  Mais  la  fonclion  ne  cesse  pas  d’exister  pour  les 
autres  valeurs  de  s et  son  expression  valable  dans  tout  le  plan 
peut  s’obtenir  par  les  considérations  suivantes  ; 


Remarquons  que  la  fonclion  de  2 


est  synectique  el]^ uniforme  dans  la  région  à contour  simple 
limitée  par  la  portion  AB  de  Taxe  des  x et  deux  cercles  décrits  de 
l’origine  O comme  centre,  l’un  C avec  le  rayon  6,  l’autre  G'  avec 
un  rayon  infiniment  petit.  Par  conséquent,  si  nous  intégrons  la 
différentielle 


f{z)  Z*dz 


— li  — 

le  long  du  contour  ACABC'BA  de  cette  région  (C  étant  supposé 
parcouru  dans  le  sens  direct  et  C'  dans  le  sens  rétrograde), 
l’intégrale  sera  nulle.  Nous  écrirons  ce  résultat  sous  la  forme 

(I) (C)  + (AB)  — (C')  -^(BA)==0. 


Pour  évaluer  chacune  de  ces  intégrales  partielles,  donnons 
à Z,  au  point  A,  la  valeur  initiale  En  parcourant  la  circon- 
férence C,  Z reviendra  en  A avec  la  valeur  l’intégrale  (AB), 
dans  (1),  a donc  pour  valeur 


(AB)  = r t'{x)  x*dx  = — 


x^dx. 


Après  le  parcours  de  C',  z reviendra  en  B avec  l’argument  — t:; 
donc  l’intégrale  (BA)  sera 


(BA) 


= f[x)  xUlx. 


L’intégrale  (C')  le  long  du  cercle  infiniment  petit  est  nulle, 
pour  cR  (s)  > — 1,  et  nous  poserons  d’abord 


(Q= f(z)  zhlz. 

0 

L’éljuation  (I)  prend  ainsi  la  forme 

f[z)  zHlz  — (e^**  — f(x)  xUlx  — 0, 

c n 

d’où  l’on  tire 

11/* 

(ii).  ...  J f{x)x^dx==- r / fiz)zhiz. 

J sin  Srr  !2i,y  ' ^ 


Le  second  membre  de  cette  é(|uation  fournit,  sous  une  première 


— In- 


forme, l’expression  valable  dans  tout  le  plan  s que  nous  nous 
proposions  d’obtenir.  En  effet,  la  fonction  à intégrer  ne  peut  pas 
avoir  de  point  critique  sur  le  contour  C d’intégration. 

Nous  allons  transformer  ce  second  membre.  Dans  l’intégrale 
relative  au  contour  C qui  y figure,  on  a 


Z = 6e*?,  dz  — be'fidf, 

donc 

c -tt 

d’où  la  relation  suivante,  dont  nous  aurons  souvent  à faire  usage, 
(3)  . • • / = — / /’(6e‘?) 

0 -TT 


11.  Cas  où  f (z)  dépend  de  s.  Supposons  que  nous  ayons  main 
tenant  à considérer  une  intégrale  de  la  forme  plus  générale 


r 


/'(£,  s)  z^dz. 


où  l’on  désigne  par  /‘(z,  s)  une  fonction  synectique  de  z dans  le 
cercle  de  rayon  6 et  cela  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  ima- 
ginaires de  s.  Les  raisonnements  et  les  conclusions  du  numéro  v 
précédent  subsistent  intégralement.  On  a donc 

/■  (z,  s)  z'rfz  = — / /'(6e'î’,«)(j'‘<-"’"V/y, 

À sin  stt^j 

0 —T 

et  le  second  membre  de  cette  équation  fournit  une  représenta- 
tion, valable  dans  tout  le  plan  s,  de  la  fonction  de  s qui  n’est 
définie  dans  le  premier  membre  que  pour  (s)  > — 1 . 

12.  Théorème.  Soil^  suivant  les  notations  du  n®  3,  0 (s,  z) 
une  fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 
quand  le  paramètre  réel  ou  imaginaire  z varie  dans  un  cercle  de 


rayon  b autour  de  origine;  si  9 (s,  z)  est  en  outre  une  fonction 
synectique  de  z dans  ce  cercle  de  rayon  b,  la  fonction  définie  pour 
cîR  (s)  > — \ par  la  formule 


0 


est  une  fonction  entière  de  s qui  vérifie  la  condition  0 et  s'exprime, 
quel  que  soit  s,  par  l'intégrale 


Démonstration.  Ces  deux  expressions  de  F (s)  sont  égales 
par  la  formule  (4)  du  numéro  précédent.  Il  suffît  donc  de 
démontrer  que  la  seconde  vérifie  la  condition  0.  La  quantité  qui 
y figure  sous  le  signe  d’intégration,  savoir  : 


6*+'ô  (s,  bdf) 


vérifie  uniformément  la  condition  0,  cp  variant  de  — tc  à -h  tü, 
car  c’est  un  produit  de  trois  facteurs  qui  sont  dans  ce  cas  (théo- 
rème II,  n®  6),  donc  l’intégrale  vérifie  aussi  la  condition  0 
(théorème  III,  n°  7). 

Remarque.  On  peut  généraliser  le  théorème  précédent  en 
y remplaçant  9(s,z)  par  une  fonction  plus  générale  9 (s,z,ûi,  (3, ...) 
renfermant  un  plus  grand  nombre  de  paramètres  variables,  et 
vérifiant  toujours  uniformément  la  condition  0.  11  en  résultera 
une  fonction 


0 


qui  vérifiera  uniformément  la  condition  0. 


13.  Application  à F (s).  La  fonction  F (I  — s)  peut  être  défi 
nie,  pour  (s)  > 0,  par  l’équation 
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Appliquons  la  transformation  (3)  du  n®  10  à la  première  inté 
grale  au  second  membre.  11  vient 


r(i-s)= 


b^-s 


2 sin  sn 


6(cosjP+isinf)g(l-s)fi 


/ec 

e-x- 


dx. 


Remplaçons  le  premier  membre,  F (1  — s),  par  tz  : F (s)  sin  sn, 
qui  lui  est  égal,  et  multiplions  toute  l’équation  par  sin  sn;  nous 
obtiendrons 


(5) 


T 


Remplaçons  la  variable  d’intégration  x par  ôx;  il  vient 


5r6*~*  /ooo  I 

(6)  -- — = sin  sr  / e~^‘x-^dx / 

1 (s)  «y  2^ 


Enfin,  si  Ton  fait  6 = 1,  on  trouve,  en  particulier, 

(7) = sin  ST  / e-^x-^dx / 

F (s)  t/  2*/ 

I -T 

Cette  expression  remarquable  de  1 : r(s)  est  due  à Heine.  Elle 
va  jouer  un  rôle  important  dans  les  recherches  qui  vont  suivre. 


14.  Théorème.  La  fonction  \ : F (s)  est  une  fonction  entière 
dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la  condition  0. 

C’est  ce  qui  résulte  de  Tune  quelconque  des  trois  dernières 
équations,  par  exemple  de  l’équation  (7),  où  le  second  membre 
est  une  somme  de  deux  termes  qui  vérifient  la  condition  0,  le 
premier  par  les  théorèmes  des  n^^®  9 (où  l’on  changera  s en  — s) 
et  6,  le  second  par  celui  du  n®  7. 
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§ 5.  Transformation  générale  d'une  intégrale  définie  double. 
Théorèmes  qui  s'en  déduisent. 


16.  Théorème.  Soient  x ety  deux  variables  réelles  et  f (y)  une 
fonction  continue  de  y dans  l'intervalle  (o,  b)  ; soient  ensuite 
s une  quantité  réelle  ou  imaginaire  telle  qu'on  ait  (s)  > 1 et 
m un  nombre  positifs  je  dis  que  l'intégrale  double 


peut  se  mettre  sous  la  forme 


.tn{s- 


"dy f 


e~''x~^dx  m 


Ç e~^"dx / (^^) 


Démonstration,  Changeons  d’abord,  dans  l’intégrale  I,  la  varia 
ble  d’intégration  æ en  x : y”';  il  vient 


=f  f{y)y‘^‘-"dy  f 


CO 

e~^x~'dx  ; 


ensuite,  par  la  subdivision  de  l’intervalle  (t/*",  oo)  d’intégration  en 
deux  parties, 


Par  cette  formule,  1 se  décompose  en  deux  termes,  dont  le 
premier  figure  aussi  comme  premier  terme  dans  la  décomposition 
à démontrer.  Il  nous  reste  donc  à démontrer  que  les  seconds 
termes  sont  égaux  aussi,  ou  que  l’on  a 


/•  b b m ^ b ^ I 

f{y)if'^^~^klg  j e~\rrhix  = ni  j J f 
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Pour  cela,  changeons  x en  æ”*  dans  l’inlégrale  inlérieure  au 
premier  membre.  Celui-ci  prend  la  forme 


, dx 

^-m(s-l)  

X 


m /■(!/)  J «"* 

0 y 

Écrivons  celle  expression  comme  il  suit  : 

/h  ^ b 

f iy)  J 


.(s-i) 


dx 


La  fonction  soumise  à une  double  intégration  est  maintenant 
continue  dans  tout  le  champ  de  celte  intégration,  qui  est  compris 
entre  les  trois  droites  : x = ?y,  æ ==  6,  ^ = s.  On  peut  intervertir 
les  intégrations  et  Ton  trouve 


m li 


dx 

im  / — / f {y)  if*'"  , 


Enfin,  si  l’on  change  encore,  dans  l’intégrale  intérieure,  y en 
æ//,  on  trouve 

m lim  e~'''‘'dx  / (^.v) 

t 2 

X 

c’est-à-dire,  sans  aucune  difïicullé  pour  cR(5)  > I, 

m f (^y) 

0 0 

ce  qui  est  bien  le  second  terme  de  la  décomposition  à établir. 


16.  Cas  parlmilier.  Pour  m = 1,  le  théorème  précédent 
fournit  l’équation 

f(y)dy  J J t {y)y'~^^^  J 
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17.  Théorème.  Désignons,  comme  an  n®  3,  par  9 (s,  y) 
fonction  entière  de  s çw/  vérifie  uniformément  la  condition  B 
quand  le  paramètre  réel  ou  imaginaire  y varie  dans  un  cercle  de 
rayon  b autour  de  l’origine;  si  la  fonction  0 (s,  y)  est,  en  outre, 
une  fonction  synectique  de  y dans  ce  cercle,  je  dis  que  la  fonction 
définie,  pour  ^ (s)  > 1 , par  la  formule 


F (s)  = sin  STT  B (s,  y)  dy 


e~y'x~'’dx 


est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la  condi- 
tion 0. 


Démonstration,  Ce  théorème  résulte  de  la  formule  précé- 
dente (n®  16).  Par  celle-ci,  F (s)  se  décompose  en  deux  termes  : 


/oo 

e~''x~"dx  X sin  stt  1 e {s,  y)  y'  ~'dy 

b i 

■+■  sin  stt  J e~^dx  6 (s,  xy)  y^~^dy. 


Je  dis  que  chacun  de  ces  deux  termes  vérifie  la  condition  0. 
Quant  au  premier,  il  est  un  produit  de  deux  facteurs  qui  vérifient 
respectivement  la  condition  0 par  les  théorèmes  du  n"*  9 pour  le 
premier  et  du  n®  12  pour  le  second. 

Le  second  terme  est  l’intégrale,  par  rapport  au  paramètre  x, 
de  la  fonction 


qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 par  le  théorème  du 
n®  12;  donc  (n®  7),  ce  terme  lui-même  vérifie  la  condition  0 et  le 
théorème  est  démontré. 


Remarque,  On  peut  généraliser  le  théorème  en  y remplaçant 
la  fonction  9 (s,?/)  par  une  fonction  plus  générale  0(s,î/,a, |3,...), 
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dépendant  de  plusieurs  paramètres  et  vérifiant  uniformément 
la  condition©.  Il  en  résultera  une  fonction  P (s,  a,  (3,...)  qui 
vérifiera  uniformément  la  condition  0,  a,  (3,  ..  étant  considérés 
comme  variables. 


18.  Théorème.  Soit,  comme  au  numéro  précédent,  0 (s,  y) 
une  fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la  condition  B 
quand  le  paramètre  réel  ou  imaginaire  y varie  dans  un  cercle  de 
rayon  b autour  de  l'origine  ; si  0 (s,  y)  est,  en  outre,  une  fonction 
synectique  de  y dans  ce  cercle,  je  dis  que  la  fonction  définie 
pour  ^ (s)  > 1 , par  la  formule 


F(s)  = 


y’-'dy. 


est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la  condi- 
tion  0. 


Démonstration.  La  formule  (6)  du  n®  15  devient,  en  y rem- 
plaçant 6 par  y. 


TV*'* 

W) 


/oo 


e ^^x~^dx 


J 


TT 


J 


- T 


ce  qui,  substitué  sous  le  signe  d’intégration  dans  l’expression  de 
F (s),  nous  donne  la  décomposition  en  deux  termes  : 


/tb  ^00 

® (s,  v)  / e'~’'^x~^dx 

0 I 

-\f  y) àyf 


Le  second  terme  converge  dans  tout  le  plan  et  vérifie  la  condi- 
tion 0 (n®  7).  Reste  à démontrer  que  le  premier  définit  une 
fonction  entière  vérifiant  la  condition  0.  C’est  là  ce  qui  faisait 
l’objet  du  théorème  précédent  (n"  17). 
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Remarque,  On  peut  reproduire  ici  une  remarque  identique 
à celle  qui  termine  le  numéro  préeédent. 

19.  On  peut  restreindre,  comme  il  suit,  les  conditions  du 
théorème  précédent  : 

Théorème.  Soit  0 (s)  une  fonction  entière  de  s,  qui  vérifie 
uniformément  la  condition  0,  quand  le  paramètre  y varie  des 
deux  manières  suivantes  : 1®  dans  l'intervalle  réel  (0,  b);  2®  dans 
un  cercle  de  rayon  e suffisamment  petit  autour  de  l'origine.  Si  la 
fonction  0 (s,  y)  est,  en  outre,  une  fonction  synectique  de  y daîis 
ce  cercle  de  rayon  suffisamment  petit,  la  formule 


0 


définit,  pour  51  (s)  > 1,  une  fonction  entière  dans  tout  le  plan  et 
qui  vérifie  la  condition  0. 


En  effet,  faisons  la  décomposition  en  deux  termes  : 


0 E 


le  premier  terme  vérifie  la  condition  0 par  le  théorème  du 
numéro  précédent;  le  second,  par  l’application  immédiate  des 
conclusions  du  n®  7 à Tintégrale  qui  y figure  et  de  celles  du 
n®  14  au  facteur  ti  : F (s). 

Remarque.  Comme  au  numéro  précédent,  on  peut  aussi  re- 
produire textuellement  ici  la  remarque  finale  du  n®  17. 

§ 4.  Application  des  théorèmes  précédents  à certains 
cas  particuliers, 

20.  Nous  allons  considérer  des  intégrales  où  figure  le  tri- 
nôme du  seeond  degré  en  y 

P ^qy  ry\ 
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Nous  ferons,  sur  cette  expression,  les  hypothèses  suivantes  : 
1®  Les  trois  coefficients  p,  q,  r sont  réels,  le  premier  p est 
positif  et  non  nul  ; 

2®  Le  discriminant  que  nous  représentons  par 

^=q-  — pr, 

est  positif; 

5®  L’expression  {p  ^qy  -h  ry'^)  ne  s’annule  pas  dans  Tinler- 
valle  (0,  1)  de  2/. 

On  a,  dans  ces  conditions,  le  théorème  suivant  : 


21.  Théorème.  La  fonction  définie,  pour  ,^(s)>  1,  par  la 
formule 

F(s)  = / ^ , 

r (s  — i)J  [p  H-  ryy 

0 

est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la 
condition  0. 

Démonstration.  Changeons  d’abord  y en  \ : y dans  l’inté- 
grale; il  viendra 


Donnons-nous  un  nombre  Y assez  grand  pour  que  la  fonction 
{py"^  H-  ^qy  h-  r?/^)  soit  constamment  croissante  pour  ?/ > Y et 
faisons  la  décomposition  en  deux  termes  : 

r — <!i — r — <!i — 

T{s^k)J  (py-^^qy-^r)  T(s—^)J  ipif-h2qy  + ry 

Le  premier  terme  est  un  produit  de  deux  facteurs  qui  véritient 
la  condition  0 (n°  14  et  n®7).  11  reste  simplement  à examiner  le 
second  terme. 

Définissons  un  nombre  positif  Z et  une  nouvelle  variable  ^ 
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j)ar  les  formules 

Z = ■+■  27 Y r, 

= py^  -t-  -t-  r, 

et  prenons  z comme  variable  d’inlégralion.  On  a,  puisque  z eiy 
sont  lous  deux  positifs  pour  ?/  > V, 


— t/  -+-  vâ-^^pz 

y = 1 ’ dy 


dz 


P 


d’où 


I 


dy 


2 \/ § -\-  pz 

z-^dz 


r (s  — i)J  {p  ^qy  H-  ryy  21 


_L_  r 

{s-i)J 


\/  â pz 

et,  en  changeant  encore  la  variable  d’inlégralion  z en  Z : jz:, 
dy  Z"  * r'  z ^dz 


(s  - - i)J  {p  + ’^qy  -t-  ryy 


z- 

sr  (s  — i)J 


Le  second  membre  de  celle  équation  définit  une  fonction 
enlièie  de  s qui  vérifie  la  condition  0,  en  vertu  du  théorème 
précédent  11°  19  (où  l’on  changera  s en  s — i).  En  effet,  la 
fonction 


[p  r)  ’ 


est,  vu  les  hypothèses  surp  eld  (20),  une  fonction  continue  dez 
dans  l’inlervalle  (0,  1)  et  qui  est  synectique  dans  un  cercle  de 
rayon  sufiisammenl  petit  autour  de  l’origine. 

Remarque  1.  Si  p,  q et  r sont  variables  entre  des  limites 
finies,  sans  cesser  de  satisfaire  aux  conditions  du  n®  20,  la  fonc- 
tion F (s)  du  théorème  vérifiera  uniformément  la  condition  0, 
pourvu  que  la  fonction  (/;  -h  ^qy  -+-  rif^)  ne  puisse  tendre  vers 
zéro  pour  aucune  valeur  de  y appartenant  à l’intervalle  (0,  1), 
limites  comprises. 
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Remarque  IL  Les  dérivées  partielles  de  F («)  par  rapport 
à p,  q,  r sont  encore  des  fonctions  entières  de  s qui  vérifient  la 
condition  0. 

Cette  remarque  résulte  immédiatement  de  ce  que  les  dérivées 
partielles  de  la  fonction 

Zl* 


par  rapport  à p,  q^  r,  sont  des  fonctions  continues  ou  synecliques 
de  Z dans  les  mêmes  conditions  que  cette  fonction  elle-même. 
JI  résulte  encore  de  là  que  la  remarque  I s’applique  aussi  bien 
aux  dérivées  partielles  de  F (s)  qu’à  cette  fonction  elle-même. 
Par  conséquent,  si  p,  q,  r varient  comme  on  l’a  dit  dans  la 
remarque  I,  les  dérivées  partielles  de  F (s)  vérifieront  unifor- 
mément la  condition  0. 

22.  Théorème.  Le  trinôme  (p  -h  2qy  -h  ry^)  étant  assujetti 
aux  conditions  du  n®  W,  la  fonction  définie,  pour  çî\  (s)  > 1 , par 
l'intégrale  double 

F(s)  = î r — r x-^e-y^^dx, 

r(s--)o  ip ryyj 


est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la  condi- 
tion 0. 

Appliquons  la  décomposition  du  n''  15,  où  nous  ferons  m = 2 
et  ffg)  = (p  -+-  -f-  rify^\  il  viendra 


F {s) 


/ / r-X  / 

J (p  -f-  ^qy  -+  ry‘f  J 

\f^~Hy 


(p  -f-  ^qy 

U 

^ e~^^dx  J 


dx 


[p  -f-  2(/x?y  H-  rx‘\fy 
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La  fonction  F («)  est  ainsi  décomposée  en  deux  termes.  Le 
premier  terme  vérifie  la  condition  0,  car  c’est  un  produit  de 
deux  facteurs  qui  sont  dans  ce  cas,  le  premier  par  le  théorème 
du  n®  21  et  le  second  par  celui  du  n®9(où  l’on  changera  s en  — s). 

Le  second  terme  de  F (s)  vérifie  aussi  la  condition  0,  car, 
quand  x varie  de  0 à 1,  la  fonction 

i 


est,  par  le  théorème  du  n®  21  qui  précède  (remarque  I),  une 
fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la  condition  0. 
Ce  second  terme  est  donc  de  la  forme 

2 ^ e~^'e  (s,  x)  dx, 

0 

et  il  vérifie  la  condition  0 par  le  théorème  du  n®  7. 

Remarque I.  Si  les  coeflicientsp,(/,  rdu  trinôme  (p-{-^qy 
sont  variables  entre  des  limites  finies,  la  fonction  F (s)  vérifiera 
uniformément  la  condition  0,  pourvu  que  le  trinôme  reste 
assujetti  aux  conditions  du  n®  20  et  ne  puisse  tendre  vers  zéro, 
pour  aucun  système  de  valeurs  de  /),  q,  r ei  y (y  variant 
entre  0 et  1).  En  effet,  par  la  remarque  I du  numéro  précédent, 
la  fonction  9 {s,  x)  de  la  démonstration  ci-dessus  conserve  les 
propriétés  que  nous  lui  avons  attribuées. 

Remarque  IL  Les  dérivées  partielles  par  rapport  aux  para- 
mètres p^qeir  de  la  fonction  F (s)  du  théorème  sont  encore  des 
fonctions  entières  de  s qui  vérifient  la  condition  0. 

En  effet,  par  la  remarque  11  du  numéro  précédent,  les  dérivées 
partielles  de  la  fonction  0 (s,  x)  de  la  démonstration  ci-dessus 
conservent  aussi  les  propriétés  que  nous  avons  attribuées  à cette 
fonction  elle-même. 


/ 


(p  ^qxy 


rx^y'^f 


= 0 (s,  x) 


3 


— U — 


On  voit,  en  outre,  que  si  p,  q,  r sont  variables  comme  dans 
la  remarque  précédente,  les  dérivées  partielles  en  question  véri- 
fieront aussi  uniformément  la  condition  0, 


CHAPITRE  H 

Etude  de  la  fonction  Z,,  (s,  u,  v)  et  de  la  fonction 

AUXILIAIRE  (a,  /) 


§ 1 . Êtvde  de  la  fonction  (a,  t) 

23.  Relation  entre  deux  intégrales  définies.  Soit  z = x yi 
une  variable  imaginaire;  intégrons  la  fonction 


e^'‘dz 


le  long  du  rectangle  ayant  pour  côtés  : 3c  = 0,  æ = a;  t/ = 0, 
[3.  Cette  intégrale  étant  nulle,  on  aura  Téquation 


/a 


Égalons  les  parties  réelles  et  faisons  tendre  (3  vers  Tinfini  ; 
nous  trouverons  la  relation  connue 

/CO  ^»Cf. 

e~y''  si  II  (2aî/t)  dy  = / e^'^dx. 

0 0 

Changeons  t en  7zt  et  a en  y;  il  vient 

i 

g~!/V/  gjp  {^kr.y)  dy  — e ^ é^'^'dx. 


Changeons  encore  la  variable  d’intégration  x en  kx  ; t\  nous 
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aurons 


puis  enfin,  par  la  substitution  1 — x'^  = z, 

(1) .  . ./  e-y^^‘su\{^h7ry)dy  = — / e ' ■ _ 

J 2U 

24.  Définition  de  la  fonction  ^3  (a,  t).  Son  développement  en 
série  trigonométrique.  Nous  avons  défini,  dans  la  deuxième 
partie  du  Mémoire,  les  fonctions  ^-1  (a,  x)  et  tpg  ^)î  nous  allons 
ajouter  à celles-là  une  nouvelle  fonction  qui  est  dans  une  étroite 
relation  avec  elles. 

Soient  a une  quantité  réelle,  comprise  entre  0 eM,  et  / une 
quantité  réelle  et  posiiive  quelconque.  Nous  posons, par  définition, 

(2) .  . . . 2 

«=j  »i=i 

Cette  fonction  n’est  plus,  comme  (a,  x)  ou  ^2  nne 

fonction  périodique  de  a;  cest  pourquoi  nous  nous  sommes 
bornés  à l’intervalle  (0, 1)  du  paramètre  a.  Cette  fonction  jouit 
évidemment  de  la  propriété  fonctionnelle 

(5) <^3(1  — a,  0 = — 'fsfa,  0 ; 

l étude  de  la  fonction  dans  l’intervalle  (0, 1)  se  ramène  ainsi  à 
l’examen  de  l’intervalle  (0,  ^). 

On  peut  assigner  à cette  fonction  des  limites  supérieure  et 
inférieure  indépendantes  de  a et  de  t.  Pour  le  montrer,  écrivons, 
en  prenant  alternativement  un  terme  dans  chacune  des  deux 
sommes. 


(a,  = — g-{2-a)2T/  ... 
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Si  Ton  suppose  0 < a < ces  termes  sont  constamment  et 
indéfiniment  décroissants.  On  a donc,  dans  l’intervalle 

et,  par  conséquent,  quel  que  soit  /, 

i 0>o. 

On  aurait  de  même  dans  l’intervalle  (è  <«<  1) 


0>  Ifs  («,«)>— 1- 

Nous  pouvons  développer  cette  fonction  en  série  trigonomé- 
trique  par  rapport  à a dans  l’intervalle  (0,1).  En  vertu  de  la 
relation  (3),  ce  développement  sera  de  la  forme 

00 

t)='^bkS\n  2/rT«, 

k=i 


les  coefficients  ayant  pour  valeurs 

/I  ^ oc 

(a,  i)  sin  (^fcT^x)  doL  — f^j  sin  (2A:Ta)  da. 


Par  la  formule  (1)  du  numéro  précédent,  ces  coefficients 
deviennent 


On  a donc  le  développement  trigonométrique 
(^)-  • . 'f5(a,  ^)  = - 5 /c  sin  (2/c77a)  / e ‘ 

t J — Z 

0 

25.  Relation  entre  4*3 0 x).  Pour  l’obtenir,  il  faut 

montrer  qu’on  peut  intervertir  les  signes  de  sommation  et  d’inté- 
gration dans  la  formule  précédente. 
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A cet  effet,  soit  s un  nombre  positif  arbitrairement  petit,  la 
série 

2 k sin  {^knct)  e ' , 

i=i 

(où  t est  supposé  donné)  converge  uniformément  dans  l’inter- 
valle (s,  i)  de  la  variable  z (ce  qui  n’avait  pas  lieu  dans  l’inter- 
valle de  0 à 1).  On  a donc,  puisque  l’interversion  des  signes  est 
permise  dans  cet  intervalle  (s,  1), 


h 


2 P ^ , -ki-T- 

(«,  t)=-  f ^ (2/i;7ra)  e ' 

2 00 

H 2 ^ sin  (2^’7ra)  / 

^ A^l  *J 


e 


l/l  — Z 

et,  en  faisant  tendre  2 vers  zéro, 

■fsK  0 = 7/*  - ^ fesin(2fcr;a)«~*'’^' 


(5).  . 


2 00 

lim  - /*  sin  (2A:7ra)  / 

^=0 1 é,  \J 


dz 


l/T// 


Cette  dernière  limite  est  nulle.  Pour  le  montrer,  changeons 
zQïï  Z : cette  limite  s’écrira 


2 sin  SA  vra  ' 

A «y 


2 ^ sin  2A 
lim  - 

S=0  t k 


dz 


V 


Z 

'-A- 


Puis, par  une  intégration  par  parties  portant  sur  l’exponentielle, 
cette  expression  se  met  sous  la  forme 


2 ^ sin  2A7ra 

-•im  2 -, 

TT  î=0  t",  k 


l/T/ 


I ..  ^ sin  ^krrji  r* 

~ 2 —73 — / 


■kiKi 
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Comme  la  série  * est  absolument  convergente,  le  second 
terme  tend  visiblement  vers  zéro  avec  s.  Quant  au  premier,  en 

TS 

posant  x=e  ^ il  peut  se  réduire  à la  différence 


2 sin  ‘ikTToi 
k 


-lim  y 

- â 


n sin  2/cTa 


Dans  celle-ci,  le  second  terme  est  une  série  potentielle  conver- 
gente pour  æ = 1.  Sa  limite  pour  x = \ coïncide  avec  sa  valeur 
pour  æ=  1,  en  vertu  d’un  théorème  classique  dù  à Abel.  Donc 
la  différence  ci-dessus  est  nulle  et  l’équation  (5)  se  réduit  à 

^3  ((X,  t)  — ~ J —jzzzniz.  ^ sin  (2/cTa)  e '■  . 

\/'  \ — Z 


Changeons  la  variable  d’intégration  ? en  lz  \ il  viendra 


/I  dz 

- ' y k sin  (2^Ta) 

l/l  — (Z  *=, 


c’esl-à-dire,  par  la  formule  (4)  du  n"  3 de  la  deuxième  partie  du 
Mémoire, 


ri  dz 


^2 


(/) 


\/  \ — Zl  z\/  Z 


et  enfin,  en  changeant  js  en  1 : z, 


(6).  . 


dz 

\/  Z - - 1 


Telle  est  la  relation  fondamentale  qui  lie  les  deux  fonctions 
0,  pour(O^a^l). 

Remarque.  On  peut  donner  à la  formule  (6)  une  forme  plus 
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simple  en  apparence,  quoique  moins  pratique,  en  y remplaçant 
la  variable  d’intégration  z par(z2  h-  t).  Il  vient 


'Pô  («,  0 


00 

(«,  -+-  t)  dz. 


§ 2.  Élude  de  la  fonction  Zh(s,  u,  v) 


26.  Définition  de  Zh(s,  u,  v).  Celte  fonction  dépend  de  trois 
paramètres  u,  v,  y qui  sont  réels  et  compris  tous  les  trois  entre 
0 et  1 (limites  exclues  pour  y seulement).  Elle  est  définie,  pour 
,0\(s)  > par  la  formule 


(i)  . . .Z4s,  «,t))  = 2 


i 


x=h 


[(X  -H  Uf r (X  vf]* 


OÙ  la  sommation  s’étend  à toutes  les  valeurs  positives  et  entières 
de  æ égales  ou  supérieures  à un  entier  donné  h. 

Cet  entier  h sera  supposé  suffisamment  grand  pour  qu’on  ait 


h > d’où  h y\/<y  {h  i), 

1— l/r 

ce  qui  est  toujours  possible,  puisqu’on  a,  par  hypothèse,  < 1. 
Dans  ces  conditions,  la  fonction 


(x  uf  — y (x  vf 

est  essentiellement  positive  pour  /i,  et  il  n’y  a pas  de  diffi- 
culté dans  la  définition  de  la  fonction  Z/,(s,  w,  v),  qui  sera  réelle 
en  même  temps  que  s.  Cette  fonction  est  analogue  a la  fonction 
Ç(s)deRiemann,mais  elle  présente  des  propriétés  plus  complexes 
que  nous  allons  chercher  à éclaircir. 

27.  Transformation  de  la  formule  (1).  La  formule  (1)  se 


- 80 


transforme  d’abord  dans  la  suivante  : 


(2). 


(s, 


00 

, U,  v)  ~ — — / 5 e-t('+“  2-v(*+t’)2]T/^ 

r (.s)y 


Nous  allons  d’abord  simplifier  l’écriture  de  l’exponentielle  qui 
est  sous  le  signe  d’intégration.  On  a 


(x  -^uf  — y (æ  ■+■  vf  = (a;  -t-  wf  — y {x  u v — ■ uf 

= (i  — • y)(x-\-uf — ^y{æ-\-u){v — u) — y{v — m)* 


Posons 


= 0 


-)[(— 


y{v—-u) 

V = e H-  a, 

\ —y 


OÙ  a est  une  fraction  comprise  entre  zéro  et  un  et  e la  partie 
entière  de  w — c’est-à-dire  un  entier  positif  ou  négatif. 
Cet  entier  sera  < h en  valeur  absolue  et  l’on  aura 

(x  uf  — y {x  vf  = (1  — y)[{x  e ctf  — (5"^j , 

d’où 

Z,(s,  M,v)  = — f 

r (s)  J 

0 

Changeons  encore  la  variable  d’intégration  ^ en  ^ : (1  — y)  ; 
nous  aurons 

(3)  ZJs,u,v)== r 5 

^ ^ ^ (l-r)T(s)/ 

Celte  formule  en  donne  immédiatement  une  autre.  Rempla- 
çons U el  V par  leurs  compléments  (1  — u)  et  (1  — v);  e se 
change  en  — e,  a en  1 — a et  ne  change  pas. 
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On  a donc 


(5'’“)  Z, (s,  I— M,  i-v)=  — / '°r-'dté--'  I 

Les  propriétés  de  Zft(s,  m,  v)  vont  découler  très  aisément  des 
deux  théorèmes  suivants,  dont  le  premier  surtout  sera  important 
pour  la  suite. 

28.  Théorème.  La  fonction 


Zh  {s.  w,  v)  — Zft  (s,  1 — w,  1 — o) 

est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  unifor- 
mément la  condition  0 quand  u etvvarient  dans  ^intervalle  (0, 1 ). 

Démonstration.  La  méthode  que  nous  allons  suivre  pour 
démontrer  le  théorème  conduirait,  en  poussant  les  calculs 
jusqu’au  bout  (ce  que  nous  ne  ferons  pas),  à la  formation 
d’expressions  capables  de  représenter  la  fonction  dans  tout  le 
plan.  Cette  méthode  consistera  à décomposer  la  fonction  en  une 
somme  d’autres  qui  vérifieront  séparément  les  conditions  du 
théorème. 

Posons  d’abord 


1 

T*  /»“  1 

r 

«5  1 

l Y,  (s)  = 

- — — - — / 

__  \ 

(1— r)T  (s)J 

1 

J 

Y,(s)  = 

— f 

(1— y)‘r  (S)  J 1 

0 

r " 

1 

x—h  — e-f  1 J 

On  aura  évidemment,  en  vertu  des  formules  (3)  et  (3*^'^),  où 
l’on  décomposera  l’intervalle  d’intégration  en  deux  parties  (0,  1) 
et  (i,oo), 

Zft  (s,  M,  v)  — Z/,  (s,  1 — w,  1 — v)  = Y,  (s)  -4-  Y.  [s). 

Le  premier  terme  (s)  ne  donne  lieu  à aucune  difiieulté  : 
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son  expression  converge  dans  foui  le  plan  s (*)  et  il  délinit  une 
fonction  qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 par  le  théorème 
du  n®  9. 

Passons  au  second  terme  Y2(5),  dont  l’élude  est  plus  difficile. 
En  ajoutant  des  termes  en  nombre  2/i,  puis  soustrayant  ces 
termes,  on  peut  écrire,  eu  égard  à la  formule  (2)  du  n®  24, 


(s)  = — ^ f 

^ (1— x)T(s)y 


(a,  t)  V-^dl 


(1- 


s p/l  - e l 


S+.-l  ^.1 

-2/ 


’df  J . 


Nous  avons  écrit  en  seconde  ligne  une  somme  de  2/i  termes  qui 
vérifient  uniformément  la  condition  0,  a et  (3  (et  par  suite  i«,  v) 
étant  considérés  comme  variables,  cela  en  vertu  du  théorème  du 
n®  18,  qui  s’applique  à chacun  d’eux.  La  démonstration  du  théo- 
rème actuel  se  réduit  donc  à celle  du  théorème  que  voici  ; 


29.  Théorème.  La  fonction  T (s),  définie  par  la  formule 

est  une  fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la  condi- 
tion 0 quand  ex.  varie  dans  l'intervalle  (0,  \ )et  ^ entre  des  limites 
finies. 


(*)  Pour  se  rendre  compte  de  cette  convergence,  on  se  rappellera  que  l’on  a,  pour  les 
valeurs  de  x qui  entrent  dans  les  sommes,  sous  le  signe  d’intégration, 


{X  -f-  a)^  — /3*  = ; > J > 0, 

1 — y 1 — y 


et  une  inégalité  semblable  pour  [x  — a)^  — Dans  les  exponentielles  en  t,  le  coefficient 
de  t ne  peut  donc  tendre  vers  zéro  et  est  essentiellement  négatif,  ce  qu  assure  la  conver- 
gence des  intégrales  dans  l’intervalle  (/,  oc'  de  t. 
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Pour  démontrer  ce  théorème,  remplaçons  0 

valeur  (6)  au  n®  25,  savoir 


/ hC»,  2)— ===  f ■*-  f 

V%  —i"  Y 

et  posons,  en  abrégé. 


fi  («,  z) 


dz 


Z — t 


T,  (s)  = f 

(\~ryr{s)J 


T,  (S)  = 


f h l'y-, 

t 

■ (a,  z) 


dz 

Z — f 

dz 


(i  — r)T  (s), 

O I 

on  aura  la  décomposition 

T {s)  = t;{s)  -4-  w {s). 


\/  Z — 


Montrons  d’abord  que  le  second  terme  Tg  (s)  vérifie  la  con- 
dition 0.  Pour  cela,  supposons  pour  un  instant  que  a ne  puisse 
tendre  ni  vers  zéro  ni  vers  un;  la  formule  (2®  partie,  n®  3) 


CO 

^2  (*,  z)  — 2 


met  en  évidence  que  la  fonction 


(5).  . 


.,/3^ 


fi  (a,  z) 


dz 


\/z 


02  (/,  a,  S), 


est  une  fonction  continue  de  a,  (3,  t dans  l’intervalle  (0,  1)  de  ^ et 
une  fonction  synectique  de  t dans  un  cercle  de  rayon  suffisam- 
ment petit  autour  de  l’origine. 

Donc  la  fonction 

(6).  . . T2(.s)  = — - • .TT":  y (b  P) 

(1  —y)-  I {s)J 
0 

est,  par  le  théorème  du  n®  19,  une  fonction  cniièrc  de  s qui 
vérifie  uniformément  la  condition  0. 
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J’ajoute  que  cette  conclusion  subsiste  si  a peut  tendre  vers 
zéro  ou  vers  un.  Dans  ce  cas,  il  y a,  dans  l’expression  de  ^2  («» 
donnée  ci-dessus,  deux  termes  et  deux  seulement,  où  le  coeffi- 
cient de  Z peut  tendre  vers  zéro,  et  qui  réclament  un  nouvel 
examen,  savoir 


ae-"*'"'*  et  (4  — a) 

Les  difficultés  relatives  à ces  deux  termes  se  résolvent  de  la 
même  façon,  de  sorte  qu’il  suffit  de  considérer  le  premier. 

41  donne  dans  l’expression  de  02(L<^>  P)  terme 


dz 

Z — t 


dz 


yooe 


dz 


ei,  sous  cette  dernière  forme,  il  saule  aux  yeux;  4®  que  ce  terme 
est  encore  une  fonction  continue  de  L de  a et  de  (3,  2®  que  c’est 
une  fonction  synectique  de  t dans  le  voisinage  de  l’origine.  11  n’y 
a donc  rien  à changer  à nos  conclusions. 

Passons  à l’examen  du  premier  terme  (s).  En  renversant 
l’ordre  des  intégrations,  il  devient 


(l-r)*r(,s) 


J 'I2  z)  dz  J r ■'( 


dt 


l/j! 


puis,  en  changeant  t en  te, 


T,(s)  = 


(1  -r)T(s) 


h (a,  z)  Z 


V-*dt 
1^1  — « 


puis,  en  changeant  encore  en  1 : z et  renversant  l’ordre  d’in- 
tégration, ' 


(\—rYy{8)J  yYZTtJ  ^ 


Vz. 
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Mais  la  formule  (4)  du  n®  5 de  la  seconde  partie,  qui  se  met 
sous  la  forme 


Z “j  “ ^ 2 ^knc(, 


met  en  évidence  : 1”  que  la  fonction 


(7). 


6j  (s,  a, 


est  une  fonction  entière  des  dans  tout  le  plan  qui  vérifie  unifor- 
mément la  condition  0 (application  du  théorème  du  n°  9);  2®  que 
c’est,  pour  toute  valeur  de  s,  une  fonction  syneciiquede  t.  Donc 
la  fonction 


(8). 


. T.  (s) 


T*  /•* 

r; ; / — 84  (S.  «« 

— y-y  T {s)  J 


P) 


est,  par  le  théorème  du  n®  19,  une  fonction  entière  de  s qui 
vérifie  uniformément  la  condition  0.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 


30.  Remarque,  La  fonction  T (s)  du  théorème  précédent 
dépend  aussi  des  trois  paramètres  «,  (3,  y;  ses  dérivées  partielles 
par  rapport  à ces  trois  paramètres  sont  aussi  des  fonctions 
entières  de  s qui  vérifient  uniformément  la  condition  0,  quand 
oL  varie  dans  l’intervalle  (0,  l)et  (3  entre  des  limites  finies  quel- 
conques. 

Nous  avons  fait,  en  effet,  la  décomposition 
T(s)==T,  (s) T,  (s). 

Notre  remarque  s’applique  à Ta  (s),  en  vertu  de  la  formule  (6), 
parce  que  les  dérivées  partielles  de  02  a,  P)  par  rapport  à a et  P 
jouissent,  comme  le  montre  la  formule  (5),  des  propriétés  que 
nous  avons  attribuées  à cette  fonction  elle-même. 


— 36  - 


Notre  remarque  s’applique  aussi  à Tj  (s),  en  vertu  de  la  for- 
mule (8),  parce  que  les  dérivées  partielles  par  rapport  à a et  (3 
de  la  fonction  G|  (s,  t,  a,  P),  définie  par  la  formule  (7),  jouissent 
aussi  des  propriétés  que  nous  avons  attribuées  à cette  fonction 
elle-même. 

31.  Théorème.  On  peut  former  les  dérivées  partielles  par 
rapport  aux  trois  paramètres  u,  v et  y de  la  fonction 

Zh  (s,  w,  v)  — Zft  (s,  1 — M,  1 — v), 

qui  dépend  de  ces  trois  paramètres.  Ces  nouvelles  fonctions  sont 
encore  des  fonctions  entières  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifient 
uniformément  la  condition  0,  les  paramètres  u v étant  con- 
sidérés comme  variables  dans  l'intervalle  {0^  i). 


Dans  les  numéros  28  et  29,  nous  avons  décomposé  la  fonc- 
tion, qui  figure  dans  l’énoncé  du  théorème,  dans  la  somme 
suivante: 


Y,  (s)  + T(s) 


A-fe-l 

S / 

x=Ü 


ü 


Tous  ces  termes  dépendent  de  trois  paramètres  a,  p et  y. 
Mais  les  paramètres  a et  P (n®  27)  sont  des  fonctions  de  m,  et  y 
ayant  des  dérivées  partielles  bien  déterminées  et  indépendantes 
(le  s.  11  suffît  donc  de  démontrer  que  les  dérivées  partielles  de 
la  somme  ci-dessus  par  rapport  à a et  P et  y vérifient  la  con- 
dition 0. 

La  chose  a été  faite  pour  T (s)  au  numéro  précédent.  En  ce 
qui  concerne  Y]  (s),  on  se  reportera  à la  formule  (4)  du  n”  28  et 
l’on  verra  que  l’on  peut  raisonner  sur  les  dérivées  comme  sur  la 
fonction  elle-même.  Enfin,  pour  tous  les  autres  termes,  la  con- 
clusion est  immédiatement  apparente,  les  dérivées  tombant 
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comme  les  termes  eux-mêmes  sous  Tapplication  du  lliéorème 
du  n®  18. 

32.  Théorème.  La  fonction 

Z;,  (s,  t/,  v)  -4-  Zn  {s,  1 — i/,  1 — r), 
peut  y pour  (s)  > i,  5e  mettre  sous  la  forme 


0 


où  0 (s,  U,  v)  désigne  une  fonction  entière  de  s dans  toute  l'éten- 
due du  plan  et  qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 quand  les 


deux  paramètres  u e/  v varient  dans  l'intervalle  (0, 1). 

Démonstration.  En  ajoutant  membre  à membre  les  for- 
mules (3)  et  du  n®  27,  puis  en  ajoutant  dans  le  second 
membre  des  termes  qui  se  détruisent  comme  au  n®  28,  et  ayant 
égard  à la  relation  (2®  partie,  n®  2) 


ï=0  ar=l 


on  mettra  la  fonction  Z^^  (s,  u,  v)  h-  (s,  1 — u,  1 — v)  qui  nous 
intéresse  sous  la  forme  suivante  (correspondant  à la  décomposi- 
tion du  n®  28)  : 


0 


La  première  ligne  donne  lieu  à la  même  discussion  que 
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le  terme  Yj  (s)  au  n®  28;  la  seconde,  à la  même  discussion  que 
les  sommes  correspondantes  dans  la  seconde  expression  de 
Yg  (s)  au  n°  28.  Ce  sont  donc  des  fondions  entières  de  s dans  tout 
le  plan  qui  vérifient  la  condition  0. 

Reste  à considérer  le  terme  écrit  en  troisième  ligne.  Chan- 
geons la  variable  d’intégration  f en  1 : / et  tenons  compte  de  la 
relation  (2)  du  n®  3 de  la  seconde  partie,  qui  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

^a,  ^ j = l/«  1^1  -<-2  2 cos  2/CTa 


ce  terme  se  décomposera  en  deux  autres; 


— ^ / e ' 

(i-rYr{s)J 


(1 


/'ICC  1 eo 

— f e * t * Ht  2 

-rYT(s)J  • â 


Le  second  terme  est,  à première  vue,  par  le  théorème  du 
n®  9,  une  fonction  entière  de  s qui  vérifie  la  condition  0;  le 
premier  devient,  en  changeant  ^ en] , 


7r* 

(1  — r)T  (s) 


3 


c’est-à-dire  le  terme  qui  figure  dans  l’énoncé  du  théorème.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 


33 . Propriétés  analytiques  de  (s,  m,  v).  Ces  propriétés 
résultent  immédiatement  des  théorèmes  des  n°*  28  et  32.  On  en 
conclut  que  l’on  peut  poser,  pour  (s)  > |, 


(9). 


. Z/,  (s,  w,  t?)  = 0 (s,  w,  v) 


+ 


2(i-r)T(s) 


/ 


O 


'Ht, 
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où  6 (s,  Uy  v)  est,  comme  au  n®  32,  une  fonction  entière  de  s qui 
vérifie  uniformément  la  condition  0. 

La  fonction  (5,  ity  v)  aura  une  infinité  de  pôles  ; ce  sont  ceux 
de  la  fonction 


2(1  - r) 


/'S  3 , /*'  * 

— y . ^=2(l-r)T(s)|o“^y^  * 


\ll 


00  i* 

2 V r ) 


i 


2(1-r)T(s)â,  , i 

s k 

2 


Ce  développement,  valable  dans  tout  le  plan  s,  met  les  pôles  en 
évidence  et  fait  connaître  les  résidus  correspondants,  si  Ton  se 
rappelle  que  (n®  27) 


La  fonction  Z,,  (s,  ii,  v)  possède  donc  tous  les  pôles  s = | — A-, 
A=0, 1,2... , qui  sont  ceux  de  la  fonction  F (^s  — | j,  saufcependant 
si  u — v,  auquel  cas  P==0  et  le  pôle  s=|  seul  subsiste. 

Enfin,  en  multipliant  la  formule  (9)  par  1 : F |s  — 5),  on  en 
conclut,  moyennant  le  théorème  du  11®  18,  où  l’on  changera 
A*  en  s — |,  que  la  fonction 


Za  (s,  Uy  v) 


est  une  fonction  entière  dans  toute  l’étendue  du  plan,  qui  vérifie 
la  condition  0. 


4 
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CHAPITRE  III 


Étude  des  fonctions  A (s,v,  v)  B(s,VjV)  et  de  quatre  foîsctions 

AUXILIAIRES 


^ i.  Définition  et  propriétés  des  fonctions  auociliah^es 

<^1  (w,  V,  «),  xi  (w,  r,  0-  h V,  t),  X2  (^^5  v,  0 

34.  Définition  et  propriétés  fonctionnelles  de  tp,  (w,  v,  t). 
Soit  t une  variable  réelle,  essentiellement  positive,  ensuite  u 
et  V des  paramètres  réels  queleonques;  nous  définirons  la  fone- 
lion  (w,  V,  t)  par  la  somme  illimitée 


00 


(1).  . . COS  Stt  (w  H-  w)  r, 

«=—  00 

où  n reçoit  toutes  les  valeurs  entières  de  — oo  à -i-  oo  . 

La  fonction  définie  par  cette  formule  (1)  renferme,  comme 
cas  particulier,  la  fonction  (ce,  oc)  de  la  deuxième  partie  (n®  5) 
avec  laquelle  elle  se  confond  pour  f = 0.  Elle  est  visiblement, 
pour  toute  valeur  de  v,  une  fonction  paire,  continue  et  pério- 
dique de  n,  dont  la  période  est  l unilé. 

On  peut  la  développer,  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  dans  la 
série  irigonométrique 


(2) «^1  (w,  v,t)^-a,-h  2 «A  cos  2kTi/, 

2 A=:| 


les  coefficients  ayant  pour  expressions 

1 oc 

Oa=2  <i/4 (w,v,  t) cos 2 /r;rw (/?/==  ^ cos{^z-iiv)cos(2/f^y)dîf 


0 


- 00 
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Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (2),  elle  devient 


La  comparaison  des  formules  (1)  et  (3)  montre  la  double 
réciprocité  qui  existe  entre  les  paramètres  de  la  fonction  <5^^  : 
d’abord  une  réciprocité  de  l avec  lui-même,  dont  nous  avons 
déjà  reconnu  l’importance  dans  la  seconde  partie  du  Mémoire  à 
propos  de  ensuite  une  réciprocité  correspondante 

entre  les  paramètres  u et  v. 

35.  Définition  et  propriétés  fonctionnelles  de  (u,  v,  t). 
Laissons  aux  variables  u,  r,  t le  même  sens  que  dans  le  numéro 
précédent;  la  fonction  {ii,  v,  t)  sera  définie  par  la  série  double- 
ment illimitée 

+00 

(4).  . . 2 sin  Sjt  -4- 


C’est  une  fonction  impaire  de  ii  qui  admet  l’unité  pour  période. 
On  peut  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  développer  dans  la 
série  trigonomélrique 


00 


<0). 


v,  f)  = 2 l)k  sin 


les  coefficients  ayant  pour  valeurs 


00 


[cos  257-  (r  — k)  u — cos  [v  -+  k)  uj  du 


— 00 


Substituant  ces  valeurs  dans  (5),  on  trouve 


{6\  . . . Xi  (^j  0 — Z 2 ^ * sin  2/ctm 

\/7  *=-ec 

et  celte  formule  donne  lieu  aux  mêmes  remarques  que  la  for- 
mule (5). 

36  . Définitions  de  (u,  v,  t)  et  '/g  (u,  v,  t).  Ces  fondions 
s’obtiennent,  à un  facteur  près  (zb  2 n),  en  différentiant  les 
fonctions  <}>,  et  yj  par  rapport  à : on  pose,  par  définition, 


+ 00 

'p2  (w,  V,  0 ~ 2 e-<«+«  sin  {n  h-  w)  v, 

«=—  00 

+ 00 

Xa  (w,  V,  t)  = 2 -t-  ^0  C0s2îr  (w  -f-  u)  1% 

«=  — 00 

et  Ton  a par  conséquent  aussi  des  formules  correspondant  aux 
formules  (5)  et  (6) 


(S).  . 


\ +00 

h{u,v,t)  = — 2 
iVt  *=-00 

\ 

Xa  (W,  V,  0 = 

tvt 


(A"  -f-  e)  e ' cos  2A:;rM, 
(A:  -f-  v)e  * ^ ^ ^ sin  2Atî/. 


37.  Expressions  particulières  des  fonctions  précédentes.  Nous 
aurons  à considérer  ces  fonctions  dans  le  cas  particulier  où  u et  v 
varient  entre  zéro  et  un  et  où  / est  plus  grand  que  un.  Moyen- 
nant ces  restrictions,  les  formules  précédentes  pourront  se  con- 
denser, en  désignant  en  général  par  G v,  t)  une  fonction  con- 
tinue et  limitée  de  u,  v,  t,  sous  les  formes  suivantes  : 

v,  <)=eos(25rMu)e“''®’^'-+-  cos[2t(4  — v,  t)e~^\ 

tpj  r,  -4-  cos(2tî/)  +-  6{u,v,  t) 


sin('2Twy)e"'‘"'''--sin[:2T(l  — u]u]e  +-9[u,v,t]e~^\ 

\/ 1 [sin  -+-  9 (a,  V,  t)  e~^‘], 

t _ (1  — ü)  cos  (-2t<0  -h  9>,  v,  /) 

(l  — w)cos['2r(l— 

f [(1  — t;)  sin('2TM)e  n-  y,  t)  e~^'] . 

Les  formules  (9)  correspondent  aux  formules  (I)  et  (3),  les 
formules  (i  0)  à (4)  et  (6),  les  formules  ( 1 1 ) et  ( i 2)  à (7)  et  (8). 
On  les  obtient  en  isolant  les  termes  relatifs  à n ==  0 et  /i  — — 1 
ou  bien  à A:  ==  0 et  Â:  = — 1 . J1  est  à remarquer  que  G (u,  v,  t) 
représente  une  fonction  différente  dans  chacune  de  ces  formules, 
mais  c’est  toujours  une  fonction  limitée  de  v,  t. 


( 'h  (^,  t?,  0 = 


( Zi  V,  t)  == 


§ 2.  Étude  des  fom lions  A (s,  u,  v)  et  B {s,  u,  v), 

38.  Définitions  de  A(s,ii^  v)  et  ?;).  Soient  s une  variable 

imaginaire,  u et  v des  paramètres  réels.  Nous  n’imposerons 
d’abord  aucune  condition  à v,  mais  nous  supposerons  que  it  est 
compris  entre  zéro  et  un  (limites  exclues).  Cette  restriction  faite, 
nous  posons,  par  définition,  pour  (s)  > 1, 


^ cos^7r(n-hu)v 

(13)  A(S.«,l.)=  2— — 

[n  H-  uf 


B (s,  UfV)  = 


1 

n=0 


sin2;r  (n-^u)v- 
{n  -+-  uf 


Ces  séries  sont  absolument  et  uniformément  convergentes 
pour  A (s)  > {,  mais  les  fonctions  existent  poui’  toutes  les 
valeurs  de  5,  comme  nous  le  montrerons  tout  à l’heure. 

Le  cas  où  v est  entier  se  résout  immédiatement  et  nous 


pouvons  réliminer  du  paragraphe  actuel.  En  effet,  si  v est 
entier,  on  a 

2^  \ 1 

; > B(5,t(,i;)  = sin2TMi;  , 

U/  „t!)  {n  -+-  uf 

et  ces  fonctions  de  s se  ramènent  à la  fonction  connue  B (a,  s)  de 
la  deuxième  partie  du  Mémoire  (n""  12);  elles  sont  méromorphes 
et  possèdent  un  pôle  unique  et  simple  1.  Au  contraire, 
si i; est  fractionnaire,  les  deux  fonctions,  ainsi  qu’on  le  montrera 
bientôt,  sont  des  fonctions  synectiques  des  dans  tout  le  plan. 

39.  Réduction  au  cas  où  0<i;<l.  Nous  pouvons  nous 
borner  maintenant  au  cas  où  v n’est  pas  entier  et  nous  allons 
montrer  qu’on  peut  même  se  réduire  au  cas  où  v est  compris 
dans  l’intervalle  (0,  1).  A cet  effet,  posons 


V — X -i-  a, 

OÙ  a est  compris  entre  zéro  et  un  et  où  1 désigne  un  entier 
positif  ou  négatif.  On  aura,  par  les  formules  (1»^), 

A (s,  M,  v)  = cos  a (s,  m,  a)  — sin  B (s,  w,  a), 

B (s,  M,  v)  = sin  A (s,  m,  a)  cos  B (s,  m,  a), 

ce  qui  prouve  bien  notre  assertion,  puisque  0 < a < 1. 


40.  Extension  de  A (s,  u,  v)  à tout  le  plan.  Nous  pouvons 
maintenant  supposer  que  u et  v sont  tous  les  deux  compris  dans 
l’intervalle  (0,  1)  et  nous  allons  chercher,  dans  celte  hypothèse, 
des  formules  capables  de  représenter  A {sj  u,  v)  dans  tout  le 
plan.  Par  la  relation 


1 

{n  -4-  uy 


que  nous  multiplierons  par  cos  [n  -r-  u)  v,  il  vient  facilement,  en 


— Ab  — 


sommant  par  rapport  à n et  en  tenant  compte  de  la  formule  (1) 
au  34, 


(15)  A (5,  M,  v)  A(5,  I 





— 1 

’Pi  (u, }?,  t)  (U. 


Le  second  membre  converge  pour  toute  valeur  de  s.  Mais  celte 
circonstance  n’est  pas  apparente  dans  la  formule  précédente. 

Pour  la  mettre  en  évidence,  décomposons  l’intervalle  d’inté- 
gration en  deux  parties  (0,  1)  et  (I,  oo  ) et  changeons  la  variable 
d’intégration  ^ en  1 : ^ dans  le  premier  de  ces  deux  intervalles. 
11  viendra 


(16)  A(s,w,i;)-4-A(s,  l 


Maintenant  la  convergence  de  l’intégrale  pour  toute  valeur  de 
s est  une  conséquence  immédiate  des  formules  (9). 

En  second  lieu,  en  parlant  de  la  relation 


1 

(n  w)*+‘ 


^-1 


que  nous  multiplierons  par  cos  (n  u)  v,  il  viendra,  en 

sommant  par  rapport  à w,  eu  égard  à la  formule  (7), 


£±i 

2 


!±i-i 

(17)  A(s,î«,u)— A(s,l  — M,v)=  — — / x2(m,b,()<*  dl-, 

puis,  en  opérant  comme  dans  le  premier  cas. 


(18)  A(s,è<,i?) — A(s,l — u^v)-- 


(U 

t 
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Le  second  membre  fournit  maintenant,  eu  égard  aux  équa- 
tions (12),  une  représentation  valable  dans  tout  le  plan. 

En  additionnant  membre  à membre  les  équations  (16)  et  (18)^ 
on  aura  une  représentation  de  A (s,  u,  v)  valable  dans  tout  le 
plans  Sj  qui  montre  (n*^  9)  que,  ii  et  v étant  supposés  donnés  et 
compris  entre  zéro  et  un,  la  fonction  A (s,  u,  v)  est  entière  dans 
tout  le  plan  et  vérifie  la  condition  0.  Nous  reviendrons  sur  ce 
point  tout  à rheure  (n®  42). 

4l.  Extension  de  B (s,  u,  v)  à tout  le  plan.  Supposons  encore 
U et  V compris  dans  l’intervalle  (0,  I)  et  procédons  comme  dans 
le  numéro  précédent.  On  trouvera,  comme  les  formules  (15) 
et  (16), 


Sous  cette  dernière  forme,  ueiv  n’étant  pas  entiers,  la  con- 
vergence de  l’intégrale  pour  toute  valeur  de  s résulte  immé- 
diatement des  formules  (10). 

En  second  lieu,  on  trouvera,  comme  les  formules  (17)  et  (18), 


(20) 


B{s,y,v)  -+-  B(s,l  — u,v)— 


S-J-I 


/■[ 


■h\u,V,  - |t 


I\ 


yt 


et  ce  second  membre  fournit,  eu  égard  aux  équations  (11),  une 
définition  du  premier  membre  valable  dans  tout  le  plan  s. 
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En  additionnant  maintenant  membre  à membre  les  équa- 
tions (19)  et  (20),  on  obtiendra  une  définition  de  B (s,  w,  ü) 
valable  dans  tout  le  plan.  Elle  montre  que  B (s,  w,  v)  est  une 
fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la  condition  0, 
mais  nous  aurons  à revenir  sur  ce  point  dans  un  instant  (n'’43). 


42.  Manière  dont  A (s,  u,  v)  vérifie  la  condition  0.  Nous 
venons  de  dire  que  A (5,  i#,  v)  vérifie  la  condition  0 pour  des 
valeurs  fractionnaires  données  de  u,  v.  Mais,  comme  cette  fonc- 
tion présente  un  pôle  pour  v entier  (n®  38),  il  est  clair  qu’elle 
ne  peut  pas  vérifier  uniformément  la  condition  0 quand  v varie 
dans  l’intervalle  (0,  1).  Il  est  très  important  d’étudier  les  pro- 
priétés de  la  fonction  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs  limites  0 
et  \ où  elle  cesse  d’ètre  entière.  Pour  faire  cette  étude,  nous 
nous  placerons  au  point  de  vue  suivant,  qui  se  présentera  plus 
tard  (§  3)  : 

Nous  supposerons  que  u est  une  constante  donnée,  comprise 
entre  zéro  et  un,  tandis  que  v seul  est  variable  et  peut  tendre 
vers  les  limites  0 et  1 . 

Considérons  d’abord  la  formule  (16),  savoir 


"A(5,w,v)  •+•  A(s,i  — u^v)= 


La  première  intégrale,  où  ^^{u,v,t)  est  donné  par  la  première 
des  formules  (9)  au  37,  est,  par  le  théorème  du  n®  9,  une 
fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la  condition  0. 
En  effet,  c’est  u seul,  lequel  est  considéré  comme  donné  et 
compris  entre  zéro  et  un,  qui  figure  dans  les  exposants. 

11  n’en  est  pas  de  même  dans  la  seconde  intégrale.  Celle-ci, 
par  la  seconde  des  formules  (9),  se  met  sous  la  forme 


\ 


i±i 
2 . 


cos2tm 


■f 


lii' 


I 


11* 

* e-^‘UU. 
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Le  dernier  terme  de  celle  somme  est,  par  le  théorème  du 
n®  9,  une  fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la  con- 
dition 0 dans  l’intervalle  (0,  1)  de  v.  Mais  il  est  visible  qu’il  n’en 
est  pas  de  même  des  deux  premiers,  dans  lesquels  l’exponen- 
tielle disparaît  pour  ?;  ==  0 ou  pour  v=L  Pour  résumer  celte 
discussion  dans  une  formule,  désignons  par  0 (s,  v)  une  fonction 
qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 dans  l’intervalle  (0,  1) 
de  îj;  on  pourra  poser 


En  se  servant  des  formules  (12),  on  peut  faire  sur  la  for- 
mule (18)  une  discussion  identique  à la  précédente  et  l’on  trouve 


CO 


et  0 (a\  ü)  désigne,  en  général,  une  fonction  entière  de  s qui 
vérifie  uniformément  la  condition  0 dans  l’intervalle  (0,1)  de  v. 

43.  Manière  dont  B (s,  u,  v)  vérifie  la  condition  0.  Suppo- 
sons, comme  au  numéro  précédent,  que  le  paramètre  u soit 
donné  entre  zéro  et  un  (limites  exclues)  et  que  v seul  soit  variable 
entre  zéro  et  un»  La  fonction  B (s,  le,  v)  ne  vérifiera  pas  unifor- 
mément la  condition  0 dans  cet  intervalle  (0,1)  de  y,  mais  une 
discussion  semblable  à celle  du  numéro  précédent  permet 
d’isoler,  dans  la  représentation  de  celte  fonction,  les  seuls  termes 
auxquels  tient  cette  difficulté. 

En  substituant  les  valeurs  (10)  dans  les  équations  (19),  on 
trouve,  par  le  raisonnement  du  numéro  précédent. 
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(24) 


B (s,  U,  v)  — B (s,  I — M,  m)  = 6 (.?,  v) 


(23) 


T 


«+i 


dl\ 


Hd-'. 


de  même,  en  substituant  les  valeurs  (I  I)  dans  les  formules  ("20), 
B {s,  !/,  ü)  -H  B {s,  1 — K,  v)  = e (s,  v) 


•!±! 

2 


On  représente,  comme  au  numéro  précédent,  par  9(s,î;)  une 
fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 dans 
riniervalle  (0,  I)  de  i>,  mais  cette  fonction  diffère,  à part  cela, 
d’une  formule  à l’autre. 


3.  Élude  des  intégrales 


A (2s  — I,  M,  kv)  dv  B (2s  — I,  kv)  dv 

(p  ^Iqv  H-  rrV  *7  (p  >-  h- 


44.  Dans  le  paragraphe  actuel,  nous  allons  considérer  des 
intégrales  formées  au  moyen  des  fonctions  A et  B du  paragraphe 
précédent  et  d’un  trinôme  du  second  degré  en  v 


p ■+■  ^qv  ■+■  rv^, 

assujetti  aux  conditions  du  n®  20  : 1“  les  coefficients  p,  r sont 
réels  et  p > 0;  2®  le  discriminant  d — q^  — pr  est  positif; 
5®  le  trinôme  ne  s’annule  pas  dans  l’intervalle  (0,  i)  de  v. 


45.  Théorème.  La  fonction  défîmes  pour  toute  valeur  de  par 
la  formule 


A (2s  — I,  «/,  e)  -H  A (2s  — 1,1  — w,  v)  ^ 

------  (Jl\j 

[p  ^qv  rv^Y 
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est  une  fonction  entière  de  s dans  lotit  le  plan  qui  vérifie  la 
condition  0. 


Démonstration.  Remplaçons,  sous  le  signe  d’intégration,  le 
numérateur  par  sa  valeur  (21)  où  l’on  changera  s en  2s — 1 ; 
cil)!  (s)  deviendra 


(25) 


f 


‘ 0 (s,  v)  dv 

ip  -H  ^qv  -hrvy 


1 


e-'^^^n-^dl 

ip  -h  2çi7  -h  ri;®)* 


-+-cos2tw 


(p  2ç'i?  rvy 


Le  premier  terme  vérifie  la  condition  0 par  le  théorème  du 
n®  7 ; le  second  par  celui  du  n®  22;  le  troisième,  moyennant  le 
changement  de  la  variable  d’intégration  v en  (1  — v),  prend  la 
même  forme  que  le  second  et  vérifie  la  condition  0 pour  la 
même  raison  (*). 

Remarque.  Si  les  coefficients  p,  q et  r sont  variables  entre  des 
limites  finies  sans  cesser  de  vérifier  les  conditions  du  numéro 
précédent,  la  fonction  cJLi  (s)  vérifiera  uniformément  la  con- 
dition 0,  pourvu  que  le  trinôme  {p ^qv rv'^)  ne  puisse  pas 
tendre  vers  zéro,  p^q^  r variant  dans  les  conditions  indiquées  et  v 
dans  l’intervalle  (0,  I). 

Cette  conclusion  découle  immédiatement  de  la  remarque  qui 
termine  le  n®  22. 


(*)  On  remarquera  que  la  démonstration  précédente  repose  sur  la  présence  du  dénomi- 
nateur r — - j,  devant  le  signe  d’intégration,  dans  la  formule  (2o).  Si  l’on  remplaçait 
dans  olo,  (s)  la  somme  A {“2s  — 1,  u,  v)  -t-A  (2s  — 1,  i — u,  v)  par  la  différence  de  ces  deux 
termes,  l’emploi  de  la  formule  (22)  fournirait  une  formule  analogue  à (25),  mais  le  déno- 
minateur Fys  — serait  remplacé  par  F (s),  le  théorème  du  n»  22  ne  s’appliquerait 
plus  et  la  nouvelle  fonction  ainsi  formée  aurait  une  infinité  de  pôles.  Il  résulte  aussi  de  là 
que  le  quotient  de  cette  nouvelle  fonction  par  F — - j vérifierait  la  condition  0. 
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(26) 


46.  Théorème.  La  fonction  définie,  pour  toute  valeur  de  s, 
par  la  formule 


B (2s  — \ ,u,v)  — B (2s  — \ — K,  v) 

-J — dv 

(p  ■+■  'iqv  -+-  rv^f 


est  une  fonction  entière  de  s qui  vérifie  la  condition  0 (*). 

Démonstration.  Remplaçons,  sous  le  signe  d’intégration,  le 
numérateur  B (2s  — 1 , i«,  ü)  — B (2s  — 1,  i — u,v)  par  sa 
valeur,  déduite  de  la  formule  (23)  où  l’on  changera  s en  2s  — 1. 
La  fonction  5))^  (s)  se  met  sous  la  forme 


* e{s,v)dv 
(p-^'^qv-^rvy 


H-sin2Tî/ 


00 

(p-^^qv  + rv^f 


Ces  deux  termes  vérifient  la  condition  0,  comme  on  l’a  mon- 
tré dans  la  démonstration  du  théorème  précédent. 


Remarque.  Si  les  coefficients  p,  q ci  r sont  variables,  comme 
dans  la  remarque  qui  termine  le  numéro  précédent,  fBi(s)  véri- 
fiera aussi  uniformément  la  condition  ©. 


47.  Théorème.  Les  dérivées  partielles  par  rapport  aux  para- 
mètres p,  q,  r des  fonctions  cil!)j  (s)  et  fBj  (s)  des  deux  théorèmes 
précédents,  sont  encore  des  fonctions  entières  de  s qui  vérifient  la 
condition  0. 


Démonstration.  Considérons,  par  exemple,  l’expression  (25) 
de  X,  (s)  au  n«  45.  C’est  une  somme  de  trois  termes,  qui  satis- 


(*)  Si  l’on  remplaçait  dans  l’expression  de  («)  la  différence  B (I2s  — 1,  w , r) 
— B (2s  — \ — U,  v)  par  une  somme,  le  théorème  ne  s’appliquerait  plus  et  la  fonction 

aurait  une  infinité  de  pôles  (voir  la  note  précédente).  Mais  le  quotient  de  cette  fonction 
par  ^ vérifierait  de  nouveau  la  condition  0. 
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font  séparément  à l’énoncé  du  théorème  : on  le  voit  directement 
pour  le  premier;  pour  les  deux  autres,  on  le  conclut  de  la 
remarque  II  qui  complète  le  théorème  du  n®  22. 

Remarque.  Si  les  coefficients  sont  variables  comme  dans 
la  remarque  du  n®  45,  les  dérivées  partielles  dont  il  est  question 
dans  le  théorème  vérifieront  aussi  uniformément  la  condition  0. 
C’est  encore  une  conséquence  de  la  remarque  du  n®  22  à laquelle 
nous  venons  de  renvoyer. 


48.  Théorème.  Soient  y un  nombre  positif  donnée  ùel  <C\,et 
k un  entier  positif  variable  qui  peut  croître  indéfiniment;  la  fonc- 
tion définie  par  la  formule 


(s) 


-/ 


* A (2s  — 1 , w,  A-t?)  -4-  A (2s  — 1,1  — w,  kv) 

(1 


dv 


est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  unifor- 
mément la  condition  0,  k étant  considéré  comme  variable. 


Démonstration.  Soit  1 le  plus  grand  entier  contenu  dans  kv; 
posons,  comme  au  n®  39, 

A-ü  = A -4-  a, 


il  viendra,  par  la  formule  (14)  de  ce  numéro, 
Xa  (s'  = 

— y^'sin  2 


A (25  — 1,  t/,  a)  -4-  A(2s  — 1,1  — M,  a) 

COS  2AtM  r — dv 


(1  — 9/1;^ 

B (2s  — i,u,a.)  — B (2s  — 1,1  — U,  a] 


(1  — rvy 


dvj 


ou,  par  décomposition  de  l’intervalle  (0,.l)  d'intégration, 

>+i 

(s)  = ^ cos 


h A(2s — l,^/,a)-4-A(2s  — 1,1 — W,a) 
cos  2x^1^  / dv 

(\  _ 
y 


>+* 


B(2s— l,w,a)-  B(2s-1, ! — */,«) 


2 -sin  2A;rw  ^ — ^-7-f ^ dv, 

).=o  «/ 


(1  — rv'^f 
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(27) 


Prenons,  dans  chaque  intervalle  partiel  (|  i « comnae 

variable  d’intégration  au  lieu  de  v.  Il  viendra 


k -i  ^ 

Xjs)=  - 2 SAjj-M  / 

« %J 


_-|^sin2A.«/ 


' A(2s — A(2s— 1,1— t/^a) 

['  - (t)  J 

B(2s — 1 , i/,  a) — B (2s — 1 , 1 — U,  a) 


Ïj, 

s 

['  ’(  » )j 

dcc 


du. 


Si  l’on  considère  le  trinôme  du  second  degré  en  a 


P -f-  ^qoL  H-  ra’^, 


dont  les  coefficients  p,  q,  r varient  avec  1 et  on  reconnaît  bien 
facilement  que  l’on  se  trouve  dans  les  conditions  où  s’appliquent 
les  remarques  des  n®*  45  et  46.  Donc  chacune  des  2A:  intégrales 
qui  figurent  dans  la  dernière  expression  de  vérifie  imîfor- 

mément  la  condition  0,  A-  et  A étant  considérés  comme  variables 
et  cRoa  (s),  qui  est  égal  au  quotient  par  k de  la  somme  de  ces  2A: 
intégrales,  vérifie  aussi  uniformément  \2i  condition  0,  k étant 
considéré  comme  variable. 


49.  Théorème.  Les  lettres  y et  k ayant  le  même  sens  que  dans 
le  théorème  précédent,  la  fonction 


B (2s  — \,u,  kv)  — B (2s  — 1,1  — u,  kv) 
(1  — rv^f 


dv 


est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  unifor- 
mément la  condition  0*,  k étant  considéré  comme  variable. 


Démonstration.  Ce  théorème  se  démontre  comme  le  précé- 
dent. On  désigne  parole  plus  grand  entier  contenu  dans  kv,  et 
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en  posant  kü==l  -h  a,  on  trouve,  par  la  formule  (14)  du  n®  39, 
(s)= J 


^ A (2.S  — I , M,  a)  -+-  A (2s  — 1,1  — U,  a)  , 
sin  ^Xz-u r dv 


(1  — r®), 

U 

B (2s  — 1,  W,a)  — B(25  — 1,  1 — W,  a) 

• / cos2AîrM 5 av 

J (1  — 


et  Ton  poursuit  comme  dans  le  cas  précédent. 


50.  Théorème.  Les  dérivées  partielles  par  rapport  au  para- 
mètre y des  fonctions  des  deux  théorèmes  précédents  : 

— (s),  — % (s), 

sont  encore  des  fonctions  entières  de  s dans  tout  le  plan  qui  véri- 
fient uniformément  la  condition  0,  k étant  considéré  comme 
variable. 


Démonstration.  Revenons,  par  exemple,  à l’expression 
de  X*  (s)  par  la  formule  (27)  au  n®  48.  La  dérivée  par  rapport 
à y de  chaque  intégrale  qui  y figure,  telle  que 


A (2s  — 1,  W,  a)  H*  A (2s  — 1,1  — M,  a) 


[-ml 


du. 


est  encore  une  fonction  qui  vérifie  uniformément  la  condition  0. 
Cela  résulte  du  théorème  du  n®  47,  car  si  l’on  pose 


1 


— r 


= P H-  2qu  -4-  ra^, 


les  dérivées  partielles  par  rapport  à y se  ramènent  à une  somme 
de  dérivées  partielles  par  rapport  à /),  q,  r,  multipliées  rcspec- 
livement  par  des  facteurs  < 1.  La  démonstration  du  n®  48  s’ap- 
plique donc  encore  au  théorème  actuel. 


55  — 


§ 4.  Modifications  des  résultats  précédents  dans  le  cas  où 


51.  Dans  les  deux  paragraphes  précédents  il  a été  stipulé  que 
U était  compris  entre  zéro  et  un,  limites  exclues.  Les  théorèmes 
que  nous  avons  établis  cessent  d’être  vrais  pour  w = 0.  Mais  ils 
peuvent  dans  ce  cas  être  remplacés  par  d’autres  plus  simples 
que  nous  aurons  aussi  à utiliser.  Nous  allons  indiquer  comment 
l’analyse  précédente  doit  être  modifiée  dans  ce  cas. 

Dans  le  I 1 de  ce  chapitre,  nous  avons  dû  introduire  quatre 
fonctions  auxiliaires.  Une  seule  nous  suffira  pour  le  but  que 
nous  poursuivons  dans  celui-ci.  Si  l’on  pose  = 0 dans  les 
formules  (1  ) et  (3)  du  n®  4,  on  trouve 

00  ^ 400 
(28)  ^ I {o,  V,  t) \ ^ CQS  ^uttv  = — ::  2 

r^i  i/7 

résultat  qui  coïncide  avec  ceux  qui  ont  été  établis  dans  la 
deuxième  partie  du  Mémoire  n®  3. 

52.  La  fonction  A{s,u,v)  du  § 2 devient  illusoire  pour 
u=^0,  un  de  ses  termes  devenant  infini.  Nous  lui  substituerons, 
dans  le  cas  actuel,  la  fonction 


qui  est  une  fonction  périodique  du  paramètre  v. 

La  série  précédente  n’est  absolument  convergente  que 
pour  cR  (s)  > 1,  mais  on  trouve,  en  raisonnant  comme  au  n°40, 
une  expression  valable  dans  tout  le  plan. 

On  a d’abord 


2 cos 


cos  '^riTV 


e~  cos  SwTrD, 
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Partageons  l’intervalle  d’intégration  en  deux  parties  (0,  1)  et 
(l,Go);  puis,  dans  le  premier  de  ces  intervalles,  substituons  à 
/ la  somme  qui  est  sous  le  signe  d’intégration  son  expression 
donnée  par  la  formule  (28)  : 

cos  = — - H 'S  e 

2 2 1/7  A 

et  changeons,  dans  ce  même  intervalle,  la  variable  d’intégration 
i en  1 : il  viendra,  en  obserNantque  sT  ||j  = 2 F [^-t- 1 j» 


2 


n cos  ‘Hnnv 


sr  1-  1 


TT^  00  s_^  00 

— — / dl  2 e""‘®’^'cos2wjra 

^ s\ty  I 


^2  ^ eo  _ s+1  00 

T / t c(t  y 

-À 


Cette  expression  montre  (n®  9)  que  la  fonction  est  entière  et 
vérifie  la  condition  0 lorsque  v n’est  pas  entier.  Supposons  que 
V sarie  dans  l’intervalle  (0,  l),la  fonction  ne  vérifiera  pas  unifor- 
mément  la  condition  0,  mais  nous  pouvons  reproduire  une  dis- 
cussion identique  à celle  du  n""  42  et  isoler  les  deux  seuls  termes 
auxquels  tient  cette  difficulté.  Ces  termes  correspondent  aux 
valeurs  n = 0 et  n = — 1 dans  la  dernière  intégrale.  On  peut 
donc  poser  ici  la  foi  mule  suivante,  qui  remplacera  la  for- 
mule (21)  du  n®  42  : 


(29)  2 


cos2wTr 

/î* 


= e(s,v) 


00  _ 


et  6 (s'f  v)  désigne,  dans  cette  formule,  une  fonction  entière 
de  s dans  tout  le  plan,  qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 
dans  l’intervalle  (0, 1)  de  u. 
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Nous  pouvons  passer  mainienant  aux  théorèmes  qui  rem- 
placeront ceux  du  § 5. 

53.  Théorème.  Soit  (p-h^qv-hrv^)  irn  trinôme  du  second, 
degré  en  v,  assujetti  aux  conditions  du  n®  4-4,  la  fonction  définie 
pour  c/l  (s)  > 1 par  la  formule 


0 


est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérife  la  con- 
dition 0.  Les  dérivées  partielles  de  la  fonction  par  rapport  aux 
paramètres  p,  q et  v jouissent  de  la  même  propriété  (*). 

Démonstration.  On  remplace  la  somme  sous  le  signe  d’inté- 
gration [)ar  sa  valeur  (29)  au  numéro  précédent  et  l’on  retombe 
sur  les  démonstrations  des  n®*  45  et  47. 

Remarque.  On  voit,  comme  dans  la  remarque  du  n®  45,  que 
si  les  paramètres  /?,  q,  r varient  entre  des  limites  finies  sans 
cesser  de  satisfaire  aux  conditions  du  n®  44,  la  fonction  du 
théorème  vérifiera  uniformément  la  condition  0.  La  même  con- 
clusion s’applique  aux  dérivées  partielles  par  rapport  àp,  g et  r. 

54.  Théorème.  Soit  y un  nombre  donné  y 0 et  < 1 k 
un  entier  variable  qui  peut  croître  indéfnimentj  la  fonction 
dé f nie,  pour  (0\  (s)  > 1,  par  la  formule 


0 


est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérife  unifor- 


mément la  condition  0,  k étant  considéré  comme  variable. 


(’)  Si  l’on  remplaçait  fes  cosinus  par  des  sinus  dans  la  fonction  du  théorème,  elle  ces- 


serait d’être  entière,  mais,  en  la  divisant  par  F 
condition  0 (voir  la  note  au  n®  45). 


, elle  vérifierait  de  nouveau  la 
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Démonslralion,  Ce  iliéorème  remplace  celui  du  n®  48  et  se 
démontre  de  la  même  manière.  Soit  1 le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  kv,  on  pose  = X-f-a  et  l’on  a 

^ cos  ^knnv  ^ cos  ^kriTroi 

«=l  «=1 

Si  l’on  prend  a comme  variable  d’intégration,  la  fonction  du 
théorème  se  met  sous  la  forme 


\ 

k 


cos  Snra 


En  raisonnant  sur  celte  formule  comme  sur  la  formule  (27) 
du  n®  48,  on  voit  que  le  théorème  actuel  est  une  simple  consé- 
quence du  précédent  et  de  la  remarque  qui  l’accompagne. 

55.  Théorème.  La  dérivée  partielle  par  rapport  à y de  la  fonc- 
tion précédente,  c’est-à-dire  la  fonctian  définie,  pour  cR  (s)  > 1, 
par  la  formule 

dv  ^ cos  ^krnxv 

est  aussi  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie 
uniformément  la  condition  0,  k étant  considéré  comme  variable. 


Démonstration.  Ce  théorème  remplace  celui  du  n®  50  et  se 
démontre  de  la  même  manière  moyennant  la  substitution  du 
théorème  précédent  à celui  du  n«  48. 
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CHAPITRE  IV 

Étude  de  la  fonction  ^ (s,  ii,  v)  (*) 


§ i.  Dé/iniiion  et  développement  en  série  de  (s,  ii,  v) 

56.  Définition  de  (J (s,  u,  v).  Cette  fonction  est,  comme 
Z {s,  U,  v)f  une  fonction  de  la  variable  imaginaire  s et  de  trois 
paramètres  réels,  u,  v et  y,  que  nous  supposerons  tous  compris 
entre  0 et  I (limites  exclues). 

Elle  est  définie,  pour  (^(s)  > 1,  par  une  somme  double  : 


(1). 


00  F,(r+M- 

*=1  y=0 


[(X  -x-uf — y (y  ^ ]■ 


OÙ  l’on  attribue  à æ toutes  les  valeurs  entières  de  1 à oo  et  où 
l’on  donne  à ?/,  pour  chaque  valeur  de  ac,  toutes  les  valeurs 
entières  "^0  et  *C{x  u — v).  On  remarquera  que  la  plus 
grande  valeur  de  y est  æ si  u y v ei  x — 1 si  u < v.  Nous 
excluons  de  notre  analyse  le  cas  où  u = v,  qui  exigerait  des 
considérations  spéciales. 

57.  Réduction  de  ^ (s,  u,  v)  à (s,  u,  v).  Nous  désignerons 
par  u,  v)f  h étant  un  entier  positif,  la  fonction  qui  s’obtient 
en  supprimant  dans  la  fonction  (s,  î«,  v)  tous  les  termes,  en 
nombre  limité,  dans  lesquels  x est  < h.  On  a ainsi 


CO  E{x+u-i>) 

(2).  . .â(s,M,ü)  = 2 2 


x=h  y=.U 


\ 

[(x  -i-  uf  — r {y 


f)  Il  est  à remarquer  que  celte  fonction  joue  un  rôle  intermédiaire  dans  notre  analyse, 
aussi  notre  but  n’était  nullement  d’en  faire  ici  une  élude  complète.  Nous  nous  bornons 
strictement  à démontrer  les  résultats  qui  doivent  nous  servir  au  chapitre  VI.  Quelques 
autres  résultats  seront  indiqués  en  note  et  sans  démonstration,  à titre  d’éclaircissement, 
lorsque  nous  le  jugerons  utile. 
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Les  deux  fondions  {j  et  ne  diffèrent  Tune  de  Taulre  que 
par  la  suppression  d’un  nombre  limité  d’exponentielles  qui  sont 
toutes  des  fonctions  synectiques  de  s dans  tout  le  plan  et  qui 
vérifient  la  condition  0.  Donc,  au  point  de  vue  des  singularités 
ou  de  la  condition  0,  l’étude  de  se  ramène  entièrement  à celle 

de  g,. 

Dans  la  suite,  nous  supposerons  que  l’on  ait  choisi  h assez 
grand  pour  que  l’on  ait  (comme  au  n®  26) 


h > l/r  [h  -f*  i). 

Dans  celte  hypothèse,  la  quantité  (æ  + — y (y  -t-  v)^  sera 

essentiellement  positive  et  non  nulle  dans  tous  les  termes  de 
alors  même  que  ii  et  v varient  dans  l’intervalle  (0,1),  et  celle 
condition  est  nécessaire  pour  que  les  développements  irigono- 
métriques  que  nous  allons  effectuer  ne  donnent  lieu  à aucune 
critique. 

58.  Développement  de  (s»  u,  v)  en  série  Irigonomé trique. 
Nous  désignerons  désormais  par  u une  quantité  supérieure  à v, 
de  sorte  que  la  limite  supérieure  de  y dans  la  somme  du  second 
membre  de  l’équation  (2)  sera  x.  On  peut  développer  la  fonction 
Qh  en  série  irigonoméirique  par  rapport  à v dans  l’inler- 

valle  (0,1).  Ce  développement  sera  de  la  forme 

j 00 

(5).  . . w,  v)=  - ao  -t-  2 («A  cos  2/cti;  -r-  64.  siii  ^lîTru). 

2 A—t 


Le  coefficient  Uq  aura  pour  valeur 


Çu  (s, 


II,  v)  (Iv  — 


00  X 

^ .1.  '^J  [(X  + t4f  — r (ÿ  V)*J' 


Daiis  le  second  membre  de  celle  équation,  la  somme  par 
ra[)port  h y sc  transforme  immédiatement  en  une  seule  intégrale 
aux  limites  0 et  {x  H-  1).  La  même  transformation  s’applique 
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aux  coefficients  o*  et  6*,  de  telle  sorte  que  ces  coefficients  se  pré- 
sentent d’abord  sous  la  forme  : 


(4).  . . 


00  yTtX  f-l 

«0  = 2 2 f 


dv 


[(x  -h  uf  — 


üt 


00 

-^if 

x=ft-y 


00  ^X+I  (.Qg  dv 


[(x  -t-  nY  — yv^y 


w sin  ^kjTvdv 

^ à./  [(3C  H 


,)^-yuT 


59.  Développement  de  ^h(s»  ^ — u,  1 — v)  en  série  trigono^ 
métrique.  Continuons  à désigner  par  u et  v les  deux  paramètres 
considérés  au  numéro  précédent  (ii  > v)  et  représentons  par  u' 
et  v'  leurs  compléments 


u'  = \ — v'  = { — V. 


On  aura,  à l’inverse  de  ce  qui  avait  lieu  pour  u et  v, 

u'  < v'  ; 

de  sorte  que,  si  l’on  accentue  u et  v dans  la  formule  (2),  la 
limite  supérieure  de  la  somme  par  rapport  à y sera  x — 1 au 
second  membre  de  celte  formule. 

Posons  donc  le  nouveau  développement  trigonométrique  ; 

rj  j 00 

y /.(s,  ii\v')  = -«'o  2 K cos  2Â:Te'-t-6i  sin  ^Utcv) 

I 00 

= - Oo  + 2 cos  ^krv  — b[  sin  2/f;re), 

- A=l 

valable  aussi  dans  l’intervalle  (0,  1)  de  v.  Les  nouveaux  coeffi- 
cients auront  pour  valeurs  : 
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(6). 


«0 


eo 

x=hiy 


dv 


[(a:  u’f  — 

cos  2/c7rü  dv 


:'  = 2 f f 

èhJ  [(^ -^- wT  — 

, ^ ^ sin  2/c5rü  dv 

x=ht/ 


[(æ  -+-  u'f  — rv^y 


§ 2.  Étude  de  la  fonction  Bq  -t-  Bq 

60.  Transformation  de  Bq  h-  Bq.  En  décomposant  l’intervalle 
d’intégration  en  deux  parties,  on  tire  des  formules  (4)  et  (6) 


(7) 


00  y^X-\-U  ^x+1 

“•=M/  -/ 


dv 


X-f-M 


[(x  -+•  uf  — r^T 


00  /OX4-m'  y^x\-u' 

•■  = af  -f  I 


dv 


[(x  4- w'f  — rv'Y 

f)  X 

Changeons  la  variable  d’intégration  v : 

En  (x  ■+■  u)v  dans  l’intégrale  aux  limites  (0,  x 4-  m), 

» (x  -f-  u')v  )'  » (0,  X -H  m'), 

» (x  4-  W 4-  v)  »>  •'  (x  4-  W,  X 4-  i), 

» (x  4-  W'  — î?)  « w (x,  X 4-  l/'). 


Il  viendra 

00  A 

Oo=2  2 


dv  V ' 

V (i—rvy'*'^2nJ 


dv 


(x  ( I — .y  [(X4-M  )'— y(x4-  M 4-xf 

0 0 

dv 


„.=2f  _J 2 f r'  r 

" à[x+u'f-'J  (i-rt>*)'  --â.y  kx+«')*- 

0 


x(X4-tt'— vfj 


Posons 


(8).  . . ?,,,(u,s)  = 2 


1 


(x  4-  uf  (x M) 


J 
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Celte  fonction  est  une  fonction  connue;  elle  ne  diffère  de  la 
fonction  [<x,  s),  définie  par  la  formule  (^)  au  n®  6 de  la  deu- 
xième partie  du  Mémoire,  que  par  la  suppression  des  â premiers 
termes  dans  chacune  des  deux  sommes.  C’est  donc  une  fonction 
méromorphe;  elle  n’a  qu’un  seul  pôle  = 1,  qui  est  simple  et 
dont  le  résidu  est  2 (n®  7 de  la  deuxième  partie).  La  formule  (7) 
au  n“  7 de  la  deuxième  partie  du  Mémoire  montre,  par  l’applica- 
tion du  théorème  du  n“  9,  que  Ç,  (a,  s)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

2 

7-+-‘0(s)> 

a — 1 

où  0(s)  est  une  fonction  entière  qui  vérifie  la  condition  0 (a  étant 
donné  entre  zéro  et  un).  Donc  {u,s)  peut  aussi  se  mettre  sous 
la  même  forme  et  le  produit  (s — I)  s)  est  une  fonction 
entière  dans  tout  le  plan, qui  vérifie  la  condition  0. 

Additionnons  les  formules  (7)  membre  à membre,  en  rempla- 
çant Il  par  (1  — u)  et  en  nous  reportant  à la  définition  de 
Za  (s,  Uf  v)  donnée  au  n®  26;  il  viendra 

^/o-H«o  = 2ÇlA(^^  2s  — 1)  / ^ 

J (1  — rv) 

-*-2/  \Zh{s^u,  u-\-v) — -Za(s,  l — M,  1 — U — v)]dv. 

0 

Celte  formule  conduit  au  théorème  suivant  : 


61.  Théorème.  La  fonction  Bq  h-  aj)  est  une  fonction  méro- 
morphe de  s qui  na  qu'un  seul  pôle  s = \ et  elle  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


1 1.1 

_ log  - 

1 1/  «y  1 \/  y 


V'  r . 

— -f-  e (s), 


où  0 (s)  désigne  une  fonction  entière  dans  tout  le  plan  qui  vérijie 
la  condition  0. 


Démonstration.  Le  terme  écrit  sur  la  seconde  ligne  dans  le 
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second  membre  de  l’équation  (9)  est  de  la  forme  9 (s),  en  vertu 
des  théorèmes  des  n®*  28  et  7.  li  reste  donc  à démontrer  que 
celui  qui  est  sur  la  première  ligne  est  de  la  forme  indiquée  dans 
le  théorème  : 


1 1 


log 


\/  y \ \/  Y 


\/  Y 

= -+-  9 (s). 


En  vertu  des  remarques  faites  au  numéro  précédent,  on  peut 
poser 

2s  — 1)  = -^  -f-  e(s). 

S ” 1 

D’autre  part,  en  développant  suivant  les  puissances  de  (s  — 1 ), 
on  a 

dv  dv 

/ 

J (i—yvy  ^ ’ J X—yv^  ^ 

0 0 

On  trouve,  en  multipliant  ces  deux  équations  membre  à 
membre 

dv  4 dv 

Ç„(w,2s— 4)/  ^ = -/  

J (4 — yv^f  s — \J  4 — yv^ 

0 0 

jMultiplions  encore  par  2 et  effectuons  l’intégration  au  second 
membre;  nous  retomberons  sur  l’expression  qu’il  s’agissait 
d’obtenir. 


62.  Remarque  sur  les  pôles  de  aQ  et  aj).  Les  fonctions  et  üq 
ont  toutes  les  deux  une  infinité  de  pôles,  mais  ces  pôles  se 
détruisent  en  faisant  la  somme.  Pour  l’établir,  il  suffit  de  consi- 
dérer la  fonction  Œq  — aJ,.  Si  l’on  définit  P^‘'  rapport  à Ç2 
(“2*=  partie,  n®  9j  comme  nous  venons  de  définir  „ par  rapport  à 
c^i,  on  aura,  en  soustrayant  les  équations  (7), 


Z’*  dv 

a„—ai  = (u,  2s  — 1)  / 

J (t— yw7 


— M 

[Z,.(s,M,w  H-  v)-h  Z/.(s,  ! — Ii,\  — U — v)]dv, 


— 65  - 


si  l’on  remarque  que  est  une  fonction  entière  qui  vérifie  la 
condition  0 (“2®  partie,  n^  10)  cl  si  l’on  se  reporte  an  tliéorème 
du  n®  32,  où  l’on  doit  faire  acluellenienl 


f 


(1  -rf 


on  trouve  que  le  second  membre  de  la  dernière  équation  peut 
se  mettre  sous  la  forme 


_^  / dvfe-^<-y^'  ndi. 

0 0 

Au  second  membre,  le  premier  terme  vérifie  la  condition  0 ; 
îe  second  possède  tous  les  pôles  s — ^ — A:  où  /:  = 0,  1,2...;  les 
résidus  correspondants  se  calculent  sans  aucune  peine  sous 
forme  finie.  Mais,  si  l’on  fait  le  quotient  de  (oq  — «o)  par  T^s  — |j, 
on  trouve  une  fonction  entière  qui  vérifie  la  condition  0.  Nous 
n’insisterons  pas  sur  ces  calculs  qui  ne  doivent  pas  nous  servir. 
On  pourrait  faire  dans  les  paragraphes  suivants  des  remarques 
analogues  aux  précédentes  au  sujet  des  expressions  (a^t  — a[)  et 
(ôj.  H-  b[),  dont  il  ne  sera  pas  question,  mais  qui  sont  voisines  de 
celles  que  nous  allons  y étudier. 


§ 3.  Étude  de  la  fonction  a,,  a' 


63.  Transformation  de  a,,  -h  a[.  Faisons  sur  les  équations  (4) 
et  (6)  donnant  a,^  et  a^  les  mêmes  décompositions,  puis  les  mêmes 
substitutions  qu’au  n®  60;  il  viendra 

dv  ^ cos  2/cîr  (x  -t-  m)  e 

0 

cos  2A:r  (t< -4- e) 


(10). 


[(x  -^uf r (x  -4-  W -4-  vf]* 

dv  ^ cos  (x -4- e 

B 


(1  (x  -4-  u'f*-' 

cos  2A*t  ( m -4-  e) 


/*“'  " cos 

dv  5 

x=h  [{x  -4-  llf 


(x-\-u — e)*]‘ 
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Posons 


A/,  (2s—  1,M,  kv)^ 


00 

2 


cos  (x  -+-  n)  v 

(x  H- 


Cette  fonction  est  connue;  elle  ne  diffère  de  la  fonction 
A(2s — 1,  i«,  kv)  du  chapitre  IH  que  par  la  suppression  d’un 
nombre  limité  de  termes,  qui  sont  des  fonctions  entières  de  s 
dans  tout  le  plan  et  qui  vérifient  la  condition  0. 

Les  formules  (10)  donnent  alors 


(11) 


» 

«A-t-OA=='2  / — - — — 

-t-2 ^ COS^k7r(u-hV][Zi,(s,U,U-¥‘V) — Z/i(s,l — M,1 — w — v)]dv. 


On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 


64.  Théorème.  La  fonction  (a,,  a'J  est  une  fonction  entière 
de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  uniformément  la  condition  0, 
k étant  considéré  comme  variable  de  i à ao  . 

Démonstration.  Considérons  le  second  membre  de  la  for- 
mule (11).  Le  terme  écrit  sur  la  première  ligne  vérifie  unifor- 
mément la  condition  0,  car  il  ne  diffère  de  la  fonction  JL*  (s)  qui 
fait  l’objet  du  théorème  du  n®  48  que  par  un  nombre  limité 
d’expressions  du  type 

1 cos  [x  u)  V 

(x  -+-  (1  — 

0 

qui  vérifient  uniformément  la  condition  0 {k  n’entrant  que  dans 
un  cosinus  indépendant  de  s). 

Le  terme  écrit  sur  la  seconde  ligne  est,  en  vertu  des  théo- 
rèmes des  n”*  27  et  8,  comme  précédemment,  une  fonction  qui 
vérifie  uniformément  la  condition  0.  Le  théorème  est  donc  établi. 
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65.  Théorème.  La  dérivée  partielle  de  la  fonction  (a^  -f-  a^)  par 
rapport  au  paramètre  y dont  elle  dépend,  est  aussi  une  fonction 
qui  vérifie  uniformément  la  condition  @ quand  l'entier  k varie  de 
\ à CO  . 

Démonstration,  La  dérivée  ^ h-  a*)  est  la  somme  de  deux 
fonctions 


/*  ^ rfl? 

5-[A,.(2s  — 1,M,  kv)  A,(2s  — 1, 1 —it,kv)] 

(4  — rv  Y 


/l-u  ^ 

cos^kTT  (w  -4- v)  — [ Z/.(s,  u,u-^v)  — Z/,  (s,  i — i/,  i — u — i’)]dv, 
Dr 


qui  vérifient  toutes  les  deux  le  tliéorème  actuel,  la  première  par 
le  théorème  du  n®  50,  la  seconde  par  celui  du  n®  31. 


66.  Le  théorème  du  n®  64  ne  nous  suffît  pas  pour  la  suite, 
parce  que  nous  aurons  à démontrer  qu’une  série  composée  d’un 
nombre  illimité  de  termes,  S (a,^  a*),  vérifie  aussi  la  condition  ©. 
Nous  arriverons  à notre  but  en  nous  appuyant  sur  le  théorème 
qui  précède  et  en  procédant  par  intégrations  par  parties. 

Revenons  aux  formules  (4)  où  l’on  a 


(12).  . 


00 


cos  '“Ik'nv  dv 
[(x  -4-  uf  — yv'^J 


Transformons  chaque  terme  de  cette  somme  par  deux  inté- 
grations par  parties  consécutives  portant  sur  la  ligne  trigono- 
métrique.  Si  l’on  a soin  de  remarquer  que  kx  est  un  entier,  on 
obtiendra 


/ 


cos  dv 


2rs 


X H-  1 


[(x-4-m)^— {'2k7rf[{x  -+-  uf — r{x  -h  !)"]'+■* 
2rs  cos  2/r5rv  dv 


■ff 


{^krfj  [(x  -4-  uf  — 
'"«(s-r-l)  cos  24-^1; 


0 

irXs+\) 


v\iv. 


(13) 
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Les  termes  du  second  membre  peuvent  s’écrire 


(*"2k7rf  [(x  uf  — y [x  v) 

2y.s  X cos ’ikTvdv 


2k7rf  [(x 


(14).  . . 


2r.s 


(^kiT)^  lyj  [(x  -+•  uf  — yv'^y^' 


Substituons  celte  valeur  des  intégrales  dans  l’expression  (12) 
de  O*;  le  résultat  pourra  s’écrire,  en  précisant  par  la  notation 
(s)  la  valeur  de  l’argument  s qui  entre  dans  cette  fonction, 


La  même  transformation  s’applique  à o'.  On  n’a  pas  de  nou- 
veau calcul  à faire,  si  l’on  remarque  que  l’on  passe  de  o*  à al  en 
changeant  x en  x — 1 et  m en  2 — ii  dans  la  formule  (12). 
Il  suffît  donc  de  faire  cette  mémo  substitution  dans  (13)  et  dans 
(14),  où  il  n’y  a pas  de  dérivation  à faire  par  rapport  à w ou  à x. 
Mais  le  terme  tout  intégré  dans  (14)  peut  alors  s’écrire  autre- 
ment, car 


[i î 1 

L^i;  [(x  -t-  1 — — y{x  1 — Jt^i 


pv  [(x  -t-  1 — U)‘^  — y{x  1 — v)^]* 


et  par  conséquent  la  formule  (15)  sera  remplacée  par 


(16).,  . . 
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On  conclut  de  là  le  ihéorème  suivant  : 


67.  Théorème.  La  fonclion  -+-  a[  peut  se  mettre  sous  la 


forme 


Ok  *+-  = 


9(s,  k)  vérifie  uniformément  la  condition  0 quand  rentier  k 
varie  de  i à cc  . 

Démonstration.  On  voit,  par  les  formules  (i5)  et  (16),  que  la 
fonclion  0(5,  k)  est  représentée,  à un  facteur  numéiique  près 
qui  est  1 ; par  la  formule 

0 

- [Ifi  (s,  U,  v)  — Z h (s,  1 — U,  I — v)l=« 

uV 

— 2rs  -H  2r  [oj (s  -4-  1)  + o'i, (s  + 1)]. 

Le  leime  de  la  première  ligne  ne  contient  pas  k et  vériüe  la 
condition  © par  le  théorème  du  n“  31  ; celui  de  la  seconde  ligne 
vérifie  iinifoi  ménunt  la  condition  © par  les  théorèmes  des  n®®  64 
et  65,  en  y joignant  celui  du  n®  6. 


§ 4.  Étude  de  la  fonction  h^  — 


68.  Transformation  de  b^  — b^.  L’analyse  du  paragraphe 
actuel  présente  la  plus  grande  analogie  avec  celle  du  paragraphe 
précédent.  On  fait,  sur  les  équations  (4)  et  (6)  donnant  6*  et  b[ 
aux  n®*  58  et  59,  les  mêmes  décompositions  et  les  mêmes  substi- 
tutions qu*au  n®  60,  et  l’on  trouve,  en  soustrayant  les  résultats, 


(Iv 


[Bft(2s  — 1 , w,  A v)  — (25—  I , ! — m, kv] 


sin2A;j-(i/-i-  u^[Zft(5.»jM-i- r)—  Z/.(s,l  — w,  1—  u — v)](lv. 
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Dans  celle  formule,  la  fonciion  B,,  esi  définie  par  rapport  à B 
comme  Ah  par  rapport  à A ; en  d’aulres  termes,  elle  ne  diffère  de 
la  fonciion  B définie  par  la  formule  13  du  n°  38  que  par  la  sup- 
pression des  termes,  en  nombre  limité,  dans  lesquels  n est  < h. 

69.  Théorème.  La  fonciion  b^  — b^  est  mie  fonction  entière 
de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  uniformément  la  condition  B 
quand  l'entier  k varie  de  1 à oo  . 

Démonstration,  La  démonstration  est  la  même  que  celle  du 
n®  64.  Le  terme  écrit  sur  la  première  ligne  dans  la  formule  (17) 
vérifie  uniformément  la  condition  0 par  je  théorème  du  n®49; 
celui  de  la  seconde  ligne,  })ar  les  théorèmes  du  n”  27  et  du  n”  7. 

70.  Théorème.  La  dérivée  partielle  ^ (b^  — b')  est  aussi  une 
fonction  entière  de  s qui  vérifie  uniformément  la  condition  % quand 
k varie  de  \ à oo  (même  démonstration  qu’au  n®  65). 


71.  Nous  avons  à teproduire  ici  une  transformation  ana- 
logue à celle  du  n®  66.  Revenons  à la  troisième  des  formules  (4) 
au  n®  57,  qui  est 


(18). 


6, = 2 


sin  ^kzvdv 

[(X  H-  llf  — 


et  faisons  subir  à chaque  terme  deux  intégrations  par  parties 
consécutives  portant  sur  la  ligne  trigonométrique.  On  a ainsi 


(19) 


sin  'ikTTvdv 

[(a: -4  uf—rv)J 


1 r 1 1 1 

2rs  siii  2k7rvdv 

{2k7rfJ  [(ne  llf — 

4r^*‘!s-«-1)  sin  SAttu 

(2ktrf  J [(x-+-  ?/)“— 

0 
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Le  second  membre  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 


_Lr_j ! 1 

2A:t  \_(x  uf'  [(ac  +-  uy  — ^(x 
rs  j ^ O ^ \ sin  ^kyrvdv 

^2(k7rf  \ '^ri  J [(i*^ 

0 


En  substituant  celte  valeur  (20)  des  intégrales  dans  la 
formule  (18),  on  trouve 


Un  calcul  analogue  s’applique  à b[.  Pour  passer  de  6^  à b[,  il 
sullit  de  changer  æ en  (æ  — 1)  et  en  1 -h  ^^'  ==  2 — u dans 
l’équation  (18),  donc  aussi  dans  (19)  et  dans  l’expression  (20). 
L’équation  (21)  devra  ainsi  être  remplacée  par 


72.  Théor  ÈME.  La  foîiclion  b^  — b^  peut  se  înetlre  sous  la 
forme 


6* 


1 

(x  -4-  uy^ 


x=h-\-i 


— 

(x  — «)*’J 


Ut 


(«.  k) 

k' 


OÙ  l'on  désigne  par  0^  (s,  k)  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le 
plan  qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 quand  k varie  de  1 

fl  00  . 


6 
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Démonstration.  En  effet,  en  additionnant  les  formules  (21)  et 
(22)  du  numéro  précédent,  on  voit  que,  à part  un  facteur  numé- 
rique indépendant  de  la  fonction  0^  (s,  k)  a pour  expression 

-t-  2r  — ] (s  -t- 1)  — 61  (s  1)] 
v Dr/ 

et  il  suffit  d’appliquer  les  théorèmes  des  n®*  69  et  70. 


§ 5.  Étude  de  Q,,  (s,  u,  v)  (s,  1 — u,  1 — v) 


73.  Développement  trigonométrique.  Ce  développement  est 
immédiatement  fourni  par  les  formules  (3)  et  (b)  des  n®*  58  et 
59.  Il  est  de  la  forme 


(23) 


v)  M,l— u)=-(Oo-+-«o)-H  2K-+'«i)C0s2/CTV 

H-  2 — b'^)sin^k7rv. 


Remplaçons  a*  a[  et  — b[  par  leurs  expressions  fournies 
par  les  théorèmes  des  n°*  67  et  72;  posons  en  abrégé  (comme 
au  n®  62) 

00  1 CA  Ê 

?!,«{«.  2s)  = 2 


£‘h{x-+-  uf  (x  — uf  ’ 

enfin,  remarquons  que  Ton  a,  dans  l’intervalle  (0,  1)  de  v, 
1 ^ sin  2k7rv  4 

- > V. 

k 2 

La  formule  (23)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

§’*(«,«, t>)+  -’^)=  ^ (“»  “5) 

(24)  ( ' “ (i  ~ “>  1)  ~ (*>  ^ ~ “>  ®)] 

^ 0 (s,  k)  cos  ^kyrv  ^ 0i(s,  k)  sin  ^krv 
2i  Ti  2i~ 

/*  k=i 


k^ 
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On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 


74.  Théorème.  La  fonction  Ç (s,  u,  v)  -h  ^ (s,  1 — u,  1 — v) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


\ \ 
s — 1 2\/ 


-log 

r 


1 — \/  <] 


0(s), 


où  B (s)  est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie 
la  condition  0 (*). 

Démonstration.  Le  théorème  sera  vrai  pour  Ç,  s’il  l’est  pour 
considérons  donc  la  décomposition  (24).  La  fonction  |(ao  -h  a^) 
peut  se  mettre  sous  la  forme  indiquée  dans  le  théorème  (n®  61). 
Il  faut  donc  montrer  que  les  autres  fonctions  qui  hgurent  au 
second  membre  de  la  formule  (24)  sont  de  la  forme  0(s).  Pour 
(2s,  u)y  la  chose  a déjà  été  dite  au  n°  62  ; elle  la  été  au  n®  28 
pour  la  fonction  suivante.  Il  reste  donc  à considérer  une  des 
deux  dernières  sommes.  Montrons,  par  exemple,  que  l’on  a 


0 (s,  k)  cos 

2 — Tî = » (s)- 


le 


Pour  cela,  posons 


on  aura,  A étant  indépendant  de  k, 

rnod  „ < (A//i)". 
Donc,  si  l'on  pose  aussi 


(25).  . 


0 (s,  k)  cos  2/fjri7  ^ 

2 lé 1.7723.*"’ 


*=l 


(*)  Une  analyse  analogue  s’applique  à (j  {s,  u,  v)  — (^  {s,  -1  — u,  i — v).  On  peut 
montrer  que  cette  fonction  possède  tous  les  pôles  de  T — -j,  mais  que  son  quotient 
par  -)  vérifie  la  condition  0.  On  en  conclut  facilement  que  le  quotient  de 

(j  ~ 1)  Ç (s,  u,  v)  par  “ 2 j fonction  entière  qui  vérifie  la  condition  0. 

On  reconnaît  ainsi  que  (j  («,  m,  v)  est  le  quotient  de  deux  fonctions  du  premier  genre. 
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on  aura 


6 


c'esl-à-dire  que  la  fonction  (25)  vérifle  aussi  la  condiiion  0. 


CHAPITRE  V 


Étude  de  la  fonction  Ç (s,  0,  v) 


75.  Définition.  La  fonction  G (s,  0,  v)  est  un  cas  particulier 
plus  simple  de  la  fonction  ^ (s,  u,  v)  du  chapitre  précédent,  mais 
un  cas  que  nous  avons  formellement  exclu,  savoir  celui  où  w = 0. 
Par  contre,  nous  supposerons,  comme  au  chapitre  précédent,  que 
V est  compris  entre  0 et  1 (limites  exclues).  On  a alors,  par  défi- 
nition (n®  56), 


76.  Développement  trigonométrique.  Ce  développement,  vala- 
ble dans  l’intervalle  (0,  1)  de  sera  de  la  forme 


00 


OÙ  les  coefficients  ont  pour  valeur  (comme  dans  les  formules  (6) 
du  n®  59) 


0 


‘ ""  cos  ’^kyrvdv 
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77.  Théorème.  La  fonction  Rq  est  une  fonction  méromorphe 
de  s,  possédant  iin  pôle  unique  et  simple  s — 1 et  qui  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


«0= — ;z:log 

2l/r 


1 -4-  X/ y \ 


OÙ  0 (s)  est  une  fonction  entière  qui  vérifie  la  condition  0. 

Démonstration,  En  effet,  en  changeant  la  variable  d’intégra- 
tion V en  vx  dans  la  formule  (3),  il  vient 


Oo 


\ dv  dv 


Comme  on  a,  ainsi  que  nous  allons  le  montrer 

W + 


la  démonstration  s’achèvera  comme  celle  du  n®  61.  Il  reste 
seulement  à démontrer  la  formule  (4).  Pour  cela,  écrivons  la 
formule  (7)  du  n®  7 de  la  seconde  partie  du  Mémoire  sous  la 
forme  suivante,  qui  suppose  seulement  cfR.(s)  > 1 : 


=*— rV 

I 

/I  s 

0 

00  ^00 

-4-  2 2 cos  ^kTToi.  j 

*=1  t/ 


dx 


Ltf 

dx. 


Dans  cette  formule,  on  peut  faire  tendre  a vers  zéro.  Or  on  a 


lim 

«=0 


= 2Ç(*); 
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il  viendra,  par  conséqueni,  à la  limite,  pour  « — 0, 


Tous  ces  termes,  sauf  le  premier,  sont  de  la  forme  0 (s)  et  l’on 
a,  par  conséquent. 

Cette  formule  est  équivalente  à la  formule  (4)  qu’il  s’agissait 
d’établir. 

78.  Théorème.  La  fonction  a^  du  n®  16  est  une  fonction  en- 
tière de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  uniformément  la  condition  0 
quand  k varie  de  \ à co  , 

En  effet,  en  changeant  la  variable  d’intégration  v en  vx  dans 
la  seconde  des  formules  (3)  on  trouve 

dv  ^ cos  ’Hknvx 

(1  — 

et  il  suffit  d’appliquer  le  théorème  du  n®  54. 

79.  Théorème.  La  dérivée  partielle  ^ a^  est  une  fonction 
entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie  uniformément  la  condi- 
tion 0 quand  k varie  de  \ à co  (conséquence  du  n®  55). 

80.  Transformation  de  a,,.  On  peut  faire  subir  à a*  dans  le 
cas  actuel  une  transformation  identique  à celle  que  l’on  a fait 
subir  à ü[  au  n®  66  et  qui  est  exprimée  par  l’équation  (16).  Nous 
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rencontrons  simplement  ici  le  cas  particulier  où  1 — u est  égal 
à zéro  dans  cette  équation.  Si  Ton  observe  que 


-[f  Z(«,0,1 -»)]  =2 

[Jiv  J„=, 


^ysx 


2rs 


(i— r)*+‘ 


î;(2s  + i), 


l’équation  (16)  du  n®  66  sera  remplacée  par 
r si;  (2s  -t- 1 ) 


(5)  a,  (s) 


^ ( 1 -4-  2r  — ) 0;^  (s  4-  1 ). 

(knf  \ ^yl  ^ 


(k7rf(\  — {kitf 

On  déduit  de  cette  formule  le  théorème  suivant 


81.  Théorème.  La  fonction  peut  se  mettre  sous  la  forme 

e (Sf  k) 

a t = » 

* 

oû  0 (s,  k)  désigne  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui 
vérifie  uniformément  la  condition  0 quand  k varie  de  \ à oo  . 


Démonstration.  En  effet,  en  négligeant  un  facteur  numérique 
indépendant  de  k,  la  fonction  0 (s,  k)  a pour  expression,  eu  égard 
à la  formule  (5)  du  numéro  précédent. 


SÇ  (2.9  4-  1 ) 

(1  -rr* 


Ok  (s  4-  1). 


Le  premier  terme  est  indépendant  de  k et  il  vérifie  la  condi- 
tion 0,  parce  que  s^  (2s  -h  1)  vérifie  cette  condition,  en  vertu  de 
la  formule  (4)  au  n®  77,  où  l’on  changera  s en  s -t-  1 . Le  second 
terme  vérifie  uniformément  la  condition  0 par  les  théorèmes  des 
n°«  78  et  79. 


82.  Théorème.  La  fonction  ^ (s,  0.  v)  + 5“  (s,  0, 1 — v)  peut 
se  mettre  sous  la  forme 


\ \ I -t- 

log y-  0 (.s) 

» — ' 2V/r  I —l/y 
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où  0 (s)  est  une  fonction  entière  de  s dans  tout  le  plan  qui  vérifie 
la  condition  0 (*). 

Démonstration,  On  lire  de  la  formule  (2)  du  n®  76 

00 

Ç (s,  0,  v)  Ç (s,  0,  i — v)  = ao  -H  2 2 cos  ^knv. 

k=i 

H vient  alors  par  les  théorèmes  des  n°*  77  et  81 

Ç(s,0,  v)  + §(«,0, 1 — v)=— î— e(s) 

s — l2l/r  1— l/r 

^ 0 (s,  k)  cos  ^k^rv 


et  la  démonstration  s’achève  comme  au  n®  74. 

83.  Remarque,  On  peut  faire  sur  6*  une  étude  analogue  à 
celle  que  nous  avons  faite  de  a*.  Cette  élude  nous  étant  inutile, 
nous  ne  la  ferons  pas  et  nous  nous  contenterons  d’indiquer 
le  résultat  auquel  elle  conduirait.  On  trouverait  que  est 
une  fonction  méromorphe  de  s qui  possède  tous  les  pôles  de 
r (s  — Ij.  Mais  si  l’on  fait  le  quotient  de  6*  par  F — |j,  le 
quotient  est  une  fonction  entière  dans  tout  le  plan  et  vérifie*  la 
condition  0 (**). 


(*)  Une  analyse  analogue  s’applique  à Ç [s,  0,  v)  — Q {s,  0,  1 — v).  Cette  fonction 
possède  tous  les  pôles  de  F (^s  — mais  son  quotient  par  F ~ fonction 

entière  qui  vérifie  la  condition  0.  On  reconnaît  ainsi  que  {s  — 1)  {s,  0,v)  :T 

est  aussi  une  fonction  qui  vérifie  la  condition  0 et  que,  par  conséquent,  Q {s,  0,  v)  est  le 
quotient  de  deux  fonctions  du  premier  genre. 

(•*)  Cela  résulte  de  l’application  de  la  remarque  ajoutée  en  note  au  n»  53. 
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CHAPITRE  VI 

Étude  de  la  fonction  Q (s,  c) 


§ 1.  Définition  de  Q(s,c) 


84.  Première  définition  de  Q (s,  c).  La  définilion  de  celte 
fonction  se  fait  par  rintermédiaire  d’une  forme  quadratique  du 
déterminant  positif  D et  de  la  classe  c.  Pour  cela,  on  choisit 
dans  la  classe  c,  supposée  proprement  primitive,  une  forme 


f==  ax^  -+•  ^2bxy 


où  a>  0 (il  y a une  infinité  de  formes  dans  ce  cas)  et  l’on  pose, 
pour  ,^(s)>  i. 


(1) Q(s.c)  = 2 


(ax^  -+-  2bxy  -h  cy'^f 


La  somme  double  ne  s’étend  pas  ici,  comme  dans  le  cas  des 
déterminants  négatifs  (voir  2®  partie,  n°  10),  à toutes  les  valeurs 
positives  et  négatives  de  x et  y qui  rendent impaire  et  première 
à D,  elle  s’étend  seulement  à celles  de  ces  valeurs  qui  vérifient, 
en  outre,  les  deux  conditions 

_ ï 

(2) y > 0,  (ax  -+^  6^)  > - 

où  (T, U)  sont  les  plus  petites  solutions  positives  de  l’équation  de 
Pell:  — DU2==  I. 


85.  Remarque  /.  La  forme  (ax^  -h  2 ôxy  h-  cy^)  ne  prendra 
que  des  valeurs  positives  et  non  nulles  dans  l’équation  (1).  C’est 
la  conséquence  de  l’hypolhèse  « > 0 et  des  conditions  (2).  Pour 
le  montrer,  écrivons  f comme  il  suit  : 

(3).  . . ax^  H-  2bxy  -t-  cy  - = - [(ax  -h  byf  — Dj/T  ; 
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ia  quantité  entre  crochets  sera  positive,  car  on  aura  par  (2) 

(«X*  by;  — Dy^  > — oj  / = 1 0. 

86.  Remarque  IL  11  n’y  a pas  d’ambiguïté  sur  la  valeur  qu’il 
faut  attribuer  à chacun  des  termes  de  la  formule  (1).  Pour  s 
réel,  on  attribuera  à chaque  terme  sa  valeur  réelle;  pour  s ima- 
ginaire, les  valeurs  qui  se  déduisent  des  précédentes  par  voie  de 
continuité. 


87.  Remarque  III.  Sauf  la  restriction  a > 0,  la  définition  de 
Q(s,  c)  ne  dépend  nullement  du  choix  de  la  forme  f dans  la 
classe  c. 

Nous  allons  mettre  Q (s,  c)  sous  une  forme  différente  dans 
laquelle  cette  propriété  sera  évidente.  D’abord,  en  mettant  en 
évidence  les  facteurs  communs  de  x eiy,  Q (s,  c)  se  décompose 
en  un  produit  de  deux  facteurs 


Q(*.«)=2  ::r.x  2 


i 


=1  -t-  cÿ^y 


Dans  le  premier  facteur,  n prend  toutes  les  valeurs  entières 
de  1 à 00  qui  sont  premières  à 2D;  dans  le  second,  x'  et  ?y' 
sont  assujettis  aux  mômes  conditions  que  x et  mais  sont  en 
outre  premiers  entre  eux. 

Or  Dirichlet  a montré  que  l’on  a 


2 


1 

^bx'y’  -t-  cy'^f 


où  jut  est  le  nombre  des  facteurs  premiers  différents  de  et  où 
m désigne  successivement  tous  les  nombres  positifs,  premiers  à 
2D  et  représentables  par  ia  forme  /*,  et,  par  suite,  par  toutes  les 
formes  de  la  classe  c (Voir  Dirichlet-Dedekiind,  Zahlentheorie ^ 
4®  édition,  § 88).  Notre  remarque  est  donc  justifiée. 
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88.  Choix  particulier  de  la  forme  f.  En  vertu  de  la  remarque 
qui  précède,  nous  pouvons  choisir  la  forme  f de  manière  à sim- 
plifier les  raisonnements.  Ce  choix  sera  analogue  à celui  que 
nous  avons  fait  dans  le  cas  des  déterminants  négatifs  (3®  partie, 
n®  8),  sans  cependant  lui  correspondre  exactement. 

Nous  commencerons  par  nous  donner  le  troisième  coefficient  c 
positif  et  premier  à 2D,  ce  qui  est  toujours  possible.  Ensuite  on 
peut  faire  en  sorte  que  b soit  > 0,  divisible  par  D et,  en  outre, 
pair  ou  impair  en  même  temps  que  D,  de  telle  façon  que 

— D 
c 

soit  positif  (comme  on  Ta  stipulé  plus  haut)  et,  en  outre,  pair  et 
divisible  par  D.  En  effet,  si  b ne  vérifiait  pas  ces  conditions,  par 
une  substitution 

X — x',  y = Xx'  ■+■  y\ 

où  1 est  une  inconnue  à déterminer,  on  remplacerait  la  forme 
(a,  6,  c)  par  une  autre  équivalente  (a\  b',  c)  et  b'  serait  déter- 
miné par  la  congruence 

6'  ==  6 -f-  Ac  s 0 (mod  D), 

à laquelle  on  ajouterait,  en  toute  hypothèse,  la  condition  6'>0 
et,  dans  l’hypothèse  seulement  de  D impair,  la  condition 
6'=  1 (mod  2). 

La  forme /'étant  ainsi  choisie,  il  suffit  pour  que  -h^bxy 
soit  premier  à 2D  que  y soit  premier  à 2D,  tandis  que  x n’est  plus 
astreint  à aucune  restriction. 


§ 2.  Réduction  de  Q (s,  c)  à § (s,  u,  v) 

89.  La  forme  (ax^-hStoy-i-  cy^)  étant  choisie  comme  nous 
venons  de  le  dire,  la  fonction  Q (s,  c)  sera  définie  par  la  for- 
mule (I),  dans  laquelle  on  donne  à y toutes  les  valeurs  premières 
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à 2D  elàæ  toutes  les  valeurs  entières  quelconques  qui  vérifient 
les  conditions  (2),  savoir 


y > 0,  [ax  6^)  > - y. 


Dans  ces  conditions,  la  fonction  Q (s,  c)  se  ramène  à une 
somme  de  fonctions  en  nombre  limité  dans  lesquels  y 

a une  valeur  constante  DU^  : T^.  Cette  décomposition  correspond, 
comme  nous  allons  le  montrer,  au  partage  en  plusieurs  groupes 
des  valeurs  de  æ et  ^ à substituer  dans  f. 

90.  Transformation  de  f par  les  substitutions  (S)  et  (S').  Si 
Ton  fait  la  substitution 

ac  = a -4-  %Dx'j 

y = p-^  ^aDy\ 


(S).  . . . 

on  réduit  fh 


aoL  -4-  bp 


/•=  4a6^D^  [l...  :--4-  X- 

|_\  2abD 


Désignons  par  E (æ)  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x et 
posons,  en  abrégé, 


(4).  . 


aa 


2a6D 

la  forme  f s’écrira  plus  simplement 


2a6D  2aD 


/•=4a6W 


\u'  x' 


if 


aa  -f-  bp 
2a6D 


* D 1 


(S'). 


Si  l’on  fait  maintenant  une  seconde  substitution 


au  -4-  bp 

E—^=X  H-  Tx", 


2a6D 
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et  si  Ton  pose  en  abrégé 


(5).  . . 


Dü^ 

-fT 


on  réduit  simplement  f à 

(6).  .../•=  4a6OT  [(m  — r (i^  .v'T]- 

91.  Conditions  auxquelles  sont  soumises  les  nouvelles  variables. 
Nous  allons  montrer  qu’on  peut  engendrer  toutes  les  valeurs 
de  X et  y à substituer  dans  /,  en  attribuant  à (a,  (3,  a',  (3')  et  par- 
suite  à (//,  v)  certains  systèmes  de  valeurs,  en  nombre  limité, 
pour  chacun  desquels  x'  et  y"  prendront  aussi  des  systèmes 
de  valeurs  qu’il  s’agit  de  définir. 

Toutes  les  valeurs  entières  de  x et  toutes  les  valeurs  premières 
à 2D  de  2/  sont  fournies  par  le  système  (S)  en  donnant  : 
à a les  26D  valeurs  entières  >0  et  < 26D, 
à [3  les  ocp  (2D)  valeurs  > 0,  < et  premières  à 2D; 
ensuite,  pour  chaque  système  (a,  (3),  à x'  et  \j’  toutes  les  valeurs 
entières  possibles. 

Mais,  d’autre  part,  toutes  les  valeurs  entières  de  x'  et  y'  sont 
fournies  par  le  système  (S'),  en  donnant  : 
à a'  les  T valeurs  0,  1,  2,...  T — \, 
à (3'  les  6U  valeurs  0,  1,  2,...  6U  — 1 ; 
ensuite  à x'\  y"  toutes  les  valeurs  entières  possibles. 

Pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  x et  de  ?/  à substituer  dans 
nous  avons  donc  simplement  à chercher,  pour  chaque  système 
de  (a,  (3,  a',  (3'),  les  valeurs  entières  x"  et  y"  qui  vérifient  les 
conditions  (2)  transformées  par  les  substitutions  (S)  et  (S'). 

La  substitution  (S)  dans  les  conditions  (2)  donne 


_ aa  + 63  T 

2/>0’ 

puis  la  substitution  (S') 

(7) y' 50, 

On  voit  ainsi  que,  pour  chaque  système  de  valeurs  de 
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(a,  (3,  a',  P'),  donc  de  v),  les  nouvelles  variables  æ"  el  sont 
assujetties  aux  mêmes  conditions  que  dans  la  somme  double  qui 
sert  à définir  ^ (n®  56). 

Les  quantités  u et  v sont  comprises  entre  zéro  et  im,  car,  eu 
égard  aux  systèmes  de  valeurs  de  a el  de  P,  ces  équations  (4) 
donnent  immédiatement 

0=^1/ <1,  0<u'<l; 

puis,  par  les  équations  (5),  on  obtient  les  inégalités 
(8) 0^u<l,  0<v<i. 

On  voit  que  les  deux  limites  (0,  i)  sont  exclues  pour  v et  la 
limite  1 seule  pour  u.  Quant  à la  quantité  y,  elle  est  indépen- 
dante de  u et  de  v,  elle  est  > 0 et  < 1 . 

92.  Réduction  de  Q (s,  c)  à § (s,  u,  v).  Remplaçons,  dans  la 
formule  (1),  f par  sa  valeur  (8)  et  la  sommation  par  rapport 
à (oc, 2/)  par  des  sommations  par  rapport  à {x',y'')  el  à (a,  P,a',  P') 
ou  (n,  v).  On  aura,  eu  égard  aux  conclusions  du  numéro  précé- 
dent, 

^ 2 

Le  nombre  des  termes  de  cette  somme,  ou  le  nombre  des 
systèmes  de  valeurs  de  est  égal  au  nombre  des  systèmes 

de  valeurs  de  (a,  P,  a',  P').  Ces  valeurs  ont  été  énumérées  au 
numéro  précédent  ; le  nombre  de  systèmes  qu’on  peut  former 
avec  elles  sera 

2a6*TÜDî>  (2D). 

§ D.  Remarques  sur  les  systèmes  de  valeurs  de  (u,  v)  (*) 

93.  A deux  systèmes  de  valeurs  de  (a,  P, a'  P')  non  identiques 
correspondent  deux  systèmes  de  valeurs  de  (u,v)  non  identiques. 


[")  On  ne  perdra  pas  de  vue  que  toutes  les  lettres  qui  interviennent  dans  ce  paragraphe 
représentent  des  quantités  positives  et,  de  plus,  sauf  (a,  v,  a',  v'),  des  nombres  entiers. 
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Montrons,  en  effet,  que  (t«,  v)  ne  peuvent  reprendre  les 
mêmes  valeurs  que  si  (a,  [3,  a',  [3')  reprennent  aussi  les  mêmes 
valeurs. 

D’abord,  les  deux  expressions  (5)  au  n°  90 


(5). 


u'  a' 


V 


V |3' 
6ü 


où  {u\v'^  sont  des  fractions  proprement  dites  et  (a',  (3')  des 
entiers,  ne  peuvent  reprendre  les  mêmes  valeurs  que  si  (a',  (3') 
d’une  part  et  (w',  v’)  de  l’autre  reprennent  les  mêmes  valeurs. 

En  second  lieu,  les  expressions  (4) 

13  , aa  4-  68  ^ fax  bô\ 

^ ^ 2aD  2a6D  V 2a6D  I 

ne  peuvent  reprendre  les  mêmes  valeurs  que  si  P d’abord  reprend 
la  même  valeur,  et  par  conséquent  aussi,  puisque  est  une 
fraction  proprement  dite,  que  si  a reprend  la  même  valeur. 

94.  Pour  aucun  système  de  valeurs  de  (a,  P,  a',  P')  on  no 
peut  avoir  u = v. 

En  effet,  l’égalité  des  valeurs  (5)  au  numéro  précédent 
donnerait 

6Ü  (u'  4-  «')  = T (v'  4-  P')- 

En  remplaçant  v'  par  sa  valeur  (4)  et  multipliant  par  2a,  il 
viendrait 

2o6U  (u'  + a')  = T + 2op' j . 

Le  premier  membre  est  entier,  car  l’expression  (4)  de  w'  au 
numéro  précédent  prouve  (a  et  6 étant  multiples  de  D,  n®  88) 
que  ^abu'  est  entier;  d’autre  part,  le  second  membre  est  frac- 
tionnaire, T et  P étant  premiers  à D.  Donc,  etc. 

95.  On  ne  peut  avoir  non  plus  v = ^ . 


En  effet,  dans  ce  cas,  la  relation  (5)  montre  que  2(î;'  -f- (3')  donc 
= ^ serait  entier;  ce  qui  ne  peut  être,  (3  étant  premier 
avec  D.  Donc,  etc. 

96.  Si  U nest  pas  nul,  au  système  (u,  v)  correspond  le 
système  non  identique  (1  — u,  1 — v). 

En  effet,  si  a est  différent  de  zéro,  changeons  (a,  (3)  en 
(26D — a,  2aD — (3)  et,  si  a est  nul,  changeons  seulement  (3  en 
2aD  — (3;  les  quantités  (u\  v')  données  par  les  formules  (4)  au 
n®  93  seront  changées  en  (1  — ii\  1 — v').  Si  donc  on  change 
encore  («',(3')  en  (T  — a'  — 1,60  — (3' — 1),  les  quantités  (ii,v) 
données  par  les  formules  (3)  seront  changées  en  (1  — u,\  — ü). 
Or  nous  avons  remplacé  de  la  sorte  (a,  (3,  a',  (3')  par  un  autre 
système  de  valeurs  qu’on  doit  attribuer  à ces  quantités;  de  plus, 
les  deux  systèmes  {Uf  v)  et  (1 — 1 — v)  sont  différents  en 
vertu  de  la  remarque  précédente.  Donc,  etc. 

97.  Si  u est  égal  à zéro,  au  système  (0,  v)  correspond  le 
système  non  identique  (0,1  — v). 

Si  u — 0,  la  relation  (5)  donne  u'  ==  0 et  cf!  = 0.  Chan- 
geons (a,  (3)  en  (26D  — a.,  2aD  — (3)  dans  les  relations  (4)  ; 
u'  restera  nul  et  vt  sera  changé  en  1 — v' . Donc,  si  l’on  conserve 
a'  = 0,  mais  change  encore  (3'  en  (6U  — (3' — 1)  dans  les  for- 
mules (5),  u restera  nul  et  v se  changera  en  1 — v.  Or  nous 
avons  remplacé  ainsi  le  système  (a,  (3,  0,  (3')  par  le  système 
(26D — a,  2aD — P,  0,  61J  — /3'  — 1 ),  qui  se  présente  également. 
Donc,  etc. 

98.  La  valeur  u = 0 se  présentera  si  D est  pair  et  ne  se 
présentera  pas  si  D est  impair. 

Faisons  observer  d’abord  que  l’équation  6^ — ac=  D,  où  a et  6 
sont  divisibles  par  D,  c premier  à 2D  et  6 de  même  parité 
que  D,  peut  s’écrire 


et,  sous  cette  forme,  elle  met  en  évidence  que  D et  sont  de 
parité  différente  et  que  et  sont  premiers  entre  eux. 
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Revenons-en  mainlenanl  à noire  remarque.  Si  m = 0,  on  doit 
avoir  Cherchons  donc  les  valeurs  de  (a, P)  pour  lesquelles 

on  aura  = Il  faut  et  il  suffît  pour  cela  (voir  l’équaiion  4) 
que  , qui  est  > 0 et  <2,  soit  entier,  c’est-à-dire  que 

l’on  ait 

aa  -4-  = 2a6D. 


Mettons  celte  équation  sous  la  forme 


(3  = !2D^ 


Puisque  et  sont  premiers  entre  eux,  il  faut  poser, 
pour  vérifier  celte  équation  par  des  valeurs  entières  de  a et  de  (3, 


et  chercher  les  solutions  entières  de 


X y — 

Si  D est  pair,  est  impair,  puisque  D et  sont  de  parité 
différente,  et  toutes  les  solutions  (or,  y)  positives  et  premières 
erure  elles  de  celte  équation  donnent  des  valeurs  de  a et  de  [3 
qui  se  présentent  dans  la  question. 

Si  D est  impair,  (0  est  pair  et,  les  valeurs  de  |3  étant  paires, 
sont  à rejeter  comme  ne  se  présentant  pas  dans  la  question. 


§ 4.  Propriétés  analytiques  de  Q (s,  c) 


99.  Transformation  de  la  forrmile  (9).  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  que  D soit  pair  et  considérons  la  formule  (9),  savoir 


(9). 


. . . Q (s,  c) 


2 Ç(«.  «.!>)• 


(/tafc’on’*)*  „-î. 

On  peut  ranger,  en  vertu  des  remarques  du  paragraphe  précé- 


7 
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dent,  les  systèmes  de  valeurs  de  (w,  t»)  par  couples,  ceux  où  u 
n’est  pas  nul  étant 

(î/,  v),  (i— w,  4— v); 

ceux  où  U est  nul  étant 

En  accouplant  de  même  les  valeurs  de  Ç,  la  fonction  Q (s,  c) 
se  met  sous  la  forme 

i ^ = (4^pW)>  ,i  ^ ^ 

(10)  J N / L J 

f (iaôiry  Ji  ^ ’ - ”>J  ’ 

la  première  somme  s’étendant  à tous  les  systèmes  de  valeurs  de 
(u,v)  où  U > v;  la  seconde  aux  systèmes  (0,?;),  où  t;  Si  Détail 
impair,  les  valeurs  îi  = 0 ne  se  présenteraient  pas  et  il  faudrait 
supprimer  la  seconde  somme. 

100.  J HÉORÉME.  La  fonction  Q (s,  c)  est  une  fonction  mèro- 
morphe  de  s qui  na  qu’nn  pôle  unique  et  simple  s = 1 et  qui 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

Q {s,  c)  = lüg  (ï  + U 1/  0)  + 9 (»), 

s— 1 4DI/D 


où  6 (s)  désigne  une  fonction  entière  dans  tout  le  plan  qui  vérifie 
la  condition  0. 


Démonstration.  Chacun  des  crochets  de  la  formule  (10)  peut, 
par  les,  théorèmes  des  n®*  74  ou  82,  se  mettre  sous  la  forme 


1 \ y 

log ^ ■+■  0 (s). 


— ^ 2\/r  ' I — 1/^ 
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Remplaçons  l/y  par  sa  valeur  Ul/P  : T cl  observons  que 

1 -4-  l/ÿ  T -+-  ü l/ÏÏ 
1 _ l/ÿ  T — ü 1/d 

cette  expression  prendra  la  forme 


(T-4-  üI/d)"; 


« — 1 UI/d 


= log(ï 


üI/d)  0(s). 


Le  nombre  total  des  crochets  dans  la  formule  (10)  est  égal  à 
la  moitié  du  nombre  total  des  valeurs  de  (?«,  i;),  c’est-à-dire 
à rt6^TlJD(p  (2D)  en  vertu  de  la  conclusion  n®  92.  Donc  la 
somme  de  tous  les  crochets  est  une  expression  de  la  forme 

1-^ — ^log(ï  -f.  üI/d)  -t-  dis). 

D’autre  part,  en  le  développant  suivant  les  puissances  de 
(s — 1),  le  facteur  commun  qui  est  en  évidence 

dans  la  formule  (10),  devient  de  la  forme 

___+  (s  — I)e(s). 


Le  second  membre  de  la  formule  (10)  doit  être  égal  au 
produit  de  ces  deux  dernières  expressions,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 


CHAPITRE  VII 

Généralisation  des  théorèmes  de  la  troisième  partie. 
Lois  a s ymptotiques 

101.  Nous  pouvons  nous  borner,  dans  ce  chapitre,  à rappeler 
les  résultats  de  la  troisième  partie. 

On  a vu  (troisième  partie,  chap.  Il,  §§  1 et  2)  que  l’étude  des 
nombres  premiers  représentables  par  une  forme  quadratique  de 
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(Icierminant  négatif  (—A)  repose  sur  l’équation  fondamentale 


(1). 


L(s,  k)=P(s)  n 


OÙ  L (5,  k)  est  une  fonction  de  s liée  au  caractère  k et  qui  se 
définit  au  moyen  de  la  fonction  Q (s,  c)  par  la  formule 

i=zh 

(2) L(s,/i:)=2Mc.)Q{s,c.). 

t=l 

celle  somme  s’étendant  à toutes  les  classes  q,  proprement 

primitives. 

Ces  équations  subsistent  dans  le  cas  d’un  déterminant  positif  D 
et  se  démontrent  par  un  raisonnement  identique,  mais  Q(s,  c) 
désigne  alors  la  fonction  étudiée  au  chapitre  précédent,  qui 
n’est  pas  exactement  définie  comme  dans  la  troisième  partie. 

Au  second  membre  de  (1),  P (s)  désigne  le  produit 


p(s)=n 

P 


i 

1 — 


étendu  à tous  les  nombres  premiers  p dont  D est  non-résidu, 
tandis  que  le  produit  11^  s’étend  à tous  les  nombres  premiers  q 
dont  D est  résiduquadratique.  Enfin  et  c,~‘  sont  les  deux 
classes  opposées  dans  lesquelles  q peut  se  représenter. 

102.  Toutes  les  conclusions  ultérieures  de  la  troisième  partie 
reposent  sur  des  transformations  des  équations  (1)  et  (2)  et  sur 
les  propriétés  suivantes  des  fonctions  L (s,  k)  : 

La  fonction  (s  — i)  L (s,  ko),  dans  le  cas  du  caractère  prin- 
cipal, et  L (s,  k),  dans  le  cas  d’un  autre  caractère,  sont  des  fonc- 
tions entières  du  premier  genre  (troisième  partie,  n®20). 

2®  Si  l’on  représente,  en  général,  par  p (k)  les  zéros  de  L (s,  k), 
la  série 

y 
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sera  absolument  converrjente  pour  m > 2 (troisième  partie, 

n°  21). 

Ces  théorèmes  subsistent  dans  le  cas  d’un  déterminant  positif, 
car  ils  résultent  du  théorème  suivant  que  nous  allons  démontrer 
et  qu’il  serait  très  facile  d’étendre  aux  déterminants  négatifs  : 

3®  La  fonction  (s — 1)  L (s,  ko),  et  les  fonctions  L (s,  k)  pour 
k différent  de  ko,  sont  des  fonctions  entières  cpii  vérifient  la 
condition  0. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  du 
n°  100  et  de  la  formule  (2)  ci-dessus,  pourvu  qu’on  se  rappelle 
que  la  somme  k (cj)  -h  k{c^)  h-  . . h-  k{cf)  est  nulle,  sauf  dans  le 
cas  du  caractère  principal. 

On  sera  donc  conduit,  comme  dans  la  troisième  partie,  aux 
lois  asymptotiques  suivantes  : 

103.  1®  Si  l'on  désigne  par  h le  nombre  des  classes  de  formes 
proprement  primitives  du  déterminant  D,  les  expressions 


Iqc,  si  c est  une  classe  bilatérale, 


y 


- 5 Iqo  dans  le  cas  contraire, 

y 


expressions  où  les  sommes  s'étendent  aux  nombres  premiers  < y 
et  représentables  par  la  classe  c ont  pour  limite  l'unité  quand  y 
tend  vers  l'infini, 

2®  Les  différences  correspondantes  : 


ou 


tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées  quand  y tend  vers 
l'infini. 

3®  ï^e  nombre  des  nombres  premiers  < y et  représentables  par 
la  classe  c a pour  expression  asymptotique 


ou 
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suivant  que  c est  bilatérale  ou  non^  e étant  infiniment  petit  pour 
y infiniment  grand. 

4®  La  série,  étendue  aux  nombres  premiers  (|  dont  D est  résidu 
quadratique  rangés  par  ordre  de  grandeur, 

est  convergente  pour  iR  (u)  ==  1 , pourvu  que  le  caractère  k soit 
différent  du  principal. 
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ERRATA 


Page 

1, 

ligne 

4, 

au  lieu  de  théorème  du  n®  99,  lisez  théorème  du  n“  100. 

» 

11, 

» 

9, 

il  faut  changer  de  signe  les  deux  valeurs  de  (Ab). 

» 

11, 

» 

13, 

id. 

la  valeur  de  (BA). 

)> 

11, 

» 

18, 

id. 

le  facteur 

» 

11, 

» 

20, 

id. 

le  second  membre  de  la  formule  (2). 

» 

12, 

id. 

les  seconds  membres  des  formules  (3) 

et  (4). 

)) 

13, 

» 

id. 

le  second  membre  de  la  formule  qui 

termine  l’énoncé  du  théorème. 

» 

14, 

id. 

l’intégrale  aux  limites  — jr  et  + ^ 

dans  toutes  les  formules. 

» 

IG, 

dans 

la  dernière  équation. 

la  première  différentielle  que  l’on  trouve  au 

second  membre  doit  être  dy  au  lieu  de  dx. 

n 18,  dans  les  deux  formules  où  elle  figure,  l’intégrale  aux  limites  — t et  + t 
doit  être  changée  de  signe. 

» 29,  ligne  3.  La  limite  inférieure  de  l’intégrale  est  0 au  lieu  de  t 

» 33.  Ajoutez  au  n®  29  ce  qui  suit  : Toutefois  l’application  du  théorème  du 
11»  19  à la  formule  (8)  n’est  pas  absolument  immédiate,  parce  qu’il 
y a une  discontinuité  due  à ce  que  V \ — l s’annule,  au  dénomi- 
nateur de  la  fonction  sous  le  signe  d’intégration  aux  limites  0 et  1. 
Mais  le  théorème  du  n°  19  s’applique  à l’intégrale  prise  aux  limites  0 
et  (1  — e)  et  l’intégrale  restante,  aux  limites  (1  — e)  et  1,  ne  donne 
lieu  qu’à  une  dilBculté  apparente,  car  on  y fait  disparaître  la 
discontinuité  par  un  changement  de  variable. 
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PRÉLIMINAIRE 

Pour  démontrer  que  toute  progression  Mx+N  renferme  une 
infinité  de  nombres  premiers  qui  sont  en  même  temps  d’une 
forme  quadratique  donnée,  on  est  amené  à considérer  des  fonc- 
tions L (s,  Æ,  y)  analogues  aux  fonctions  L (s,  k)  des  parties 
précédentes  du  Mémoire,  mais  où  l’on  combine  ensemble  les 
caractères  de  classes  avec  les  caractères  (mod.  M). 

Une  simple  généralisation  des  méthodes  antérieures  montre 
que  toutes  les  fonctions  (s  — 1)  L (s, /c,  sont  entières  et  du 
premier  genre.  Si  cette  généralisation  suffisait,  nous  pourrions 
nous  dispenser  d’écrire  cette  partie  complémentaire  de  notre 
travail.  Mais  il  faut  savoir  déterminer  quelles  sont  les  fonctions 
L (s,  A:,  qui  possèdent  en  réalité  un  pôle  pour  a ==»1.  Cette 
détermination  exige  des  considérations  plus  nouvelles. 

La  question  peut  être  tranchée  directement  par  l’examen 
immédiat  des  fonctions.  C’est  la  méthode  suivie  par  M.  Meyer, 
qui  est  longue  et  pénible.  Il  vaut  mieux  profiter  des  avantages 
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que  donne  Temploi  des  dérivées  logarithmiques  et  rattacher  la 
solution  du  problème  aux  résultats  établis  dans  les  parties  précé- 
dentes du  Mémoire.  C’est  ainsi  que  nous  allons  procéder.  Sous 
cette  forme,  la  démonstration  devient  élégante  et  simple;  elle 
achève  de  satisfaire  aux  desiderata  de  M.  P.  Bachmann,  signalés 
dans  les  préliminaires  de  notre  troisième  partie. 


CHAPITRE  I 

Analyse  des  fonctions  qui  interviennent  dans  la  démonstration 


§ 1 . Étude  de  la  fonction  JfL  (a,  /3,  s) 

1.  Choix  particulier  d*une  forme  quadratique,  La  fonction  qui 
va  nous  occuper  se  rattache  à la  considération  d’une  forme 
quadratique,  proprement  primitive,  du  déterminant  D : 

f = ax^  -4-  %xy  -¥•  cy'^y 

que  nous  représenterons  souvent,  en  abrégé,  par 


{x,y). 

Si  D est  un  déterminant  négatif  ( — A),  cette  forme  sera 
supposée  être  positive  et  avoir  ses  trois  coefficients  positifs. 
Aucune  autre  restriction  n’est  supposée  dans  le  paragraphe 
actuel. 

Si  D est  positif,  il  faut  des  conditions  plus  particulières. 
Comme  il  n’y  a pas  d’intéréi  à réduire  ces  conditions,  nous 
ferons  dès  maintenant  les  hypothèses  qui  se  rencontreront  plus 
tard.  Nous  supposerons  que  a,  b ei  c sont  positifs,  que  a et  6 sont 
divisibles  par  D,  que  a est  pair  et  que  c est  premier  à 2D. 
Toute  forme  proprement  primitive  est,  comme  on  l’a  montré 
dans  la  quatrième  partie  (n°  88),  équivalente  à une  autre  forme 
qui  vérifie  ces  conditions. 
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2.  Définition  de  JTt  («,  (3,  s).  Cette  définition  se  rattache  à la 
considération  de  la  forme  f que  nous  venons  de  particulariser  et 
à celle  d’un  nombre  entier  M que  nous  supposerons  ici  pair  et 
divisible  par  D (au  chapitre  suivant,  il  sera  de  plus  divisible 
par  4). 

La  fonction  est  définie  par  la  somme  double 


(i).  . . 

où  l’on  a 


2 r-T. 


(X,  y Y 


f .r  = a -+-  Mm, 
( y ==  (3  H-  M?^. 


Quant  aux  variables  m et  n par  rapport  auxquelles  se 
fait  la  sommation,  elles  reçoivent  toutes  les  valeurs  entières 
de  — 00  à -h  00 , si  D est  négatif;  si,  au  contraire,  D est  positif, 
elles  reçoivent  seulement  celles  de  ces  valeurs  qui  vérifient  en 
outre  les  deux  conditions  : 

_ T 

(2) y>0,  ax-)-6ÿ>-,v. 


OÙ  (T,  L)  sont  les  plus  petites  solutions  positives  de  l’équation 
de  Pell  ; — = 


3.  Théorème.  Si  D est  un  déterminant  négatif  ( — A), /a 
fonction  JTL  (a,  P?  s)  est  une  fonction  méromorphe  de  s qui  n^a 
que  le  seul  pôle  s = 1 ef  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(3) 

où  0(s)  désigne  une  fonction  qui  vérifie  la  condition  0 (quatrième 
partie,  n“  1). 

La  démonstration  est  toute  pareille  à celle  qui  a été  faite  dans 
la  troisième  partie.  On  posera 

F(a,  p,  0=2 

m,  n 

i. 
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la  somme  double  ayant  le  même  sens  que  dans  l’équation  (1). 
Puis,  par  ab  substitutions  : 

m = i bm  , j ^ = 0,  I,  2, ...  (6  — i), 
n — k an\  \ /c— 0, 1,  2, . . (a  — 1), 


on  décomposera,  comme  au  n®  5 de  la  troisième  partie,  F en  ab 
sommes  partielles  : 


F|.4  (0  = 'Pi 


aAIVFA 

~irr 


qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  les  valeurs  de  a",  (3"  et 
vérifient  toutes  (5®  partie,  n®  3)  une  relation  de  la  forme 


T 1 

a6M"l/Â^ 


K 

7 

? 


où  0(0  reste  fini  quand  t tend  vers  zéro  et  où  K est  positif  et 
indépendant  de  t. 

On  a donc  aussi,  par  l’addition  de  ab  relations  de  cette  forme, 
la  relation  fonctionnelle 


F (a,  P,  t)  = 


TV  i 


e{t) 

— e A 
t 


On  a maintenant,  pour  > 1, 

/oo 

F(«,  p,  t)  l-'dt 

0 

/»00 

-H  / F (a,  P,  f) 

1 0 

Changeons  ^ en  1 : / dans  la  seconde  intégrale,  appliquons  la 
relation  fonctionnelle  qui  précède  et  effectuons  une  intégration 
immédiate  ; nous  trouverons 


hit 


■/"•(? 
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Donc  il  vient,  par  l’application  du  théorème  du  n®  (9)  de  la 
quatrième  partie, 

r (s)  TO  («,  P,  s)  = — H-  9 (s), 

et,  si  l’on  divise  par  F («),  le  second  membre  ne  change  pas  de 
forme,  ce  qui  prouve  le  théorème. 

4.  Théorème.  Si  le  déterminant  D est  positif,  si  a et  ^ sont 
compris  entre  0 M {limites  exclues)  et  si  ^ est  premier  à D,  la 
fonction 

m (a,  p,  s)  + m (M  — a,  M - (3,  s) 

est  une  fonction  méromorphe  de  s datis  tout  le  plan,  qui  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(4).  . . . _-^log(TH-ü\/D)— - + e(s), 

1/D  ^ ^ s — \ 

où  0 (s)  est  une  fonction  entière  qui  vérifie  la  condition  0. 

On  procède  exactement  comme  aux  n®*  90,  91  et  92  de  la 
quatrième  partie* 

Par  une  première  substitution  de  variables  : 

j m = a'  -t-  6m', 

\ w = P'  -i-  an', 

on  met  d’abord  f sous  la  forme 

f = j^(M'  ~ 5 (v'  -H  , 

où  Ton  a posé,  en  abrégé. 


(6) 


a(aH-Ma') -4-6(P-4-M|3')  ^ ^a(a-+-Ma') -4-6(^ -t-MjS') 


a6M 


(3  Mp' 

aM 


! m 


la  (oc  -h  ? 

= m n E I 


a6M 


Ma')  6 (P  -f-  MS') 


a6iVI 
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Cela  fait,  on  peut  engendrer  toutes  les  valeurs  entières  posi- 
tives et  négatives  de  m,  n,  en  attribuant  à a',  (3'  les  systèmes  de 
valeurs  (en  nombre  ab) 

= (6-1), 

(3'  = 0,d,2,..(a-1), 

et  en  donnant,  pour  chacun  d’eux,  à m"  et  n'  toutes  les  valeurs 
entières  positives  et  négatives. 

Faisons  une  deuxième  substitution  : 


(7) 

la  forme  /"deviendra 


j m"  — a"  H-  Tx\ 

I n'  = P"  H-  6Uî/'; 


/•=  [(u  xJ  — r (V  t/T], 


où  l’on  a posé,  en  abrégé, 


(8). 


V 


V -t-  P" 

6U 


Dü^ 


On  peut  maintenant  engendrer  toutes  les  valeurs  entières  de 
m"  et  n'  en  attribuant  à a",  (3"  les  systèmes  de  valeurs  (en 
nombre  6UT) 

j a"  =0,1,  2,  ...(T—  1), 

( P"  = 0,1,2,...(6ü-1), 

et  en  attribuant  encore,  pour  chacun  d’eux,  à æ'  et  y'  toutes  les 
valeurs  entières. 

On  attribuera  donc  k x eiy  toutes  les  valeurs  que  prennent 
ces  variables  dans  la  somme  ^(ü(a,  (3,  s),  en  donnant  à a',  (3', 
a",  (3"  leurs  différents  systèmes  de  valeurs  et,  pour  chacun  d’eux, 
à x'  et  y’  tous  les  systèmes  de  valeurs  qui  vérifient  les  condi- 
tions (2),  transformées  par  les  substitutions  (5)  et  (7),  savoir 
celles  qui  définissent  Q (4®  partie,  n®  56)  : 


y'  > 0, 


x/y  V -^y\ 
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On  a,  comme  dans  la  quatrième  partie,  > O et  < 1 , ?/  > O 
et  < 1,  donc  les  mêmes  inégalités  pour  u et  v. 

Il  vient  ainsi 

' ‘>1^  P’  = (ab'vuy  .i  ^ 

Changeons  a en  M — a et  |3  en  M — (3  ; nous  aurons  une 
nouvelle  décomposition  correspondant  à la  précédente.  A tout 
système  (m,  v)  de  la  première  décomposition  où  u n’est  pas  nul, 
correspond  le  système  (1  — u,  i — v)  dans  la  seconde.  Celui-ci 
s’obtient  en  changeant,  dans  u et  v, 

en  M — a et  (3  en  M — 15, 

a'  en  6 — 1 — a'  et  |3'  en  a — I — (3', 

ce  qui  change  déjà  w'  en  1 — u'  et  u'  en  1 — v'  ; puis 

a"  en  T — \ — a!'  et  j3"  en  6ü  — 1 — p", 

ce  qui  change  w en  1 — w et  v en  1 — -v. 

De  même,  à tout  système  (0,  v)  de  la  première  décomposition, 
correspond  le  système  (0, 1 — d)  dans  la  seconde.  Celui-ci  s’ob- 
tient en  conservant  a"  = 0 (u'  ne  peut  être  nul  que  si  a"  = 0) 
et  en  faisant,  à part  cela,  les  mêmes  substitutions  que  précédem- 
ment. 

Par  conséquent,  la  somme 


m (a,  8,  s)  qyr  (M  — a,  M ~ ^ s) 


se  met  sous  la  forme 


Le  noiDbre  des  systèmes  v),  c’est-à-dire  des  systèmes 
(a',  (3',  a",  (3  ")  est  rt^^UT;  chacun  des  crochets  correspondanis 
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est  de  la  forme  (4*  partie,  n®*  74  et  82) 


i 1 i ^ 

_ _ log — 

s — lsl/r  1— l/r 


6 (s) 


— ^log^T  H-  ü\/d") 


(5); 


la  somme  des  crochets  devient  donc,  par  cette  substitution, 


4 


ce  qui  équivaut  à la  forme  proposée  dans  l’énoncé  du  théorème. 

Il  y a à remarquer  toutefois  que  les  formules  que  nous  venons 
d’employer  n’ont  été  établies,  dans  la  quatrième  partie,  que  pour 
U différent  de  v.  Mais  cette  condition  est  réalisée  ici,  grâce  aux 
hypothèses  faites  sur  les  coefficients  a,  6,  c et  sur  (3.  On  dédui- 
rait en  effet  de  u = v,  par  les  formules  (8)  : 

6U  (u'  + a")  = T (v'  (3''), 

d’où,  en  remplaçant  u'  et  v'  par  leurs  valeurs  (6)  et  chassant  les 
dénominateurs, 

ü (aa  -4-  bp)  = T|3  (mod  M); 
puis,  a et  6 ainsi  que  M étant  multiples  de  D, 

T|3  ==  0 (mod  D), 

ce  qui  est  impossible,  car  (3  est  premier  à D,  par  hypothèse,  et 
T l’est  aussi,  en  vertu  de  la  relation  T®  — DU^  = 4. 

5.  Théorème.  Si  le  déterminant  D est  positif  et  si  (3  est  com- 
pris entre  0 M eï  premier  à D,  la  fonction 


m(0,  (3,,s)-+-qyr(0,M-p,s), 


— 9 ~ 


peut  se  mettre  sous  la  forme 


\ 

W\7t 


log(T 


''s  — 1 


ou  0 (s)  est  une  fonction  entière  dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la 
condition  0. 

On  trouve  en  effet,  par  les  deux  substitutions  successives  de 
la  démonstration  précédente  et  comme  dans  ce  cas, 


Comparons  à cette  première  décomposition  la  décomposition 
analogue  effectuée  sur  ‘Tïl  (0,  M — (3,  s).  A tout  système  (w,  v) 
de  la  première  où  u n’est  pas  nul  correspond  le  système  (1  — w, 
1 — v)  dans  la  seconde  par  le  changement  de 

|3,  a',  P',  a",  P", 
en 


M — p,  6 — 1 —a',  rt  — i— P',  T— 1— a",  6ü  — 1— P"; 

de  même,  à tout  système  (0,  v)  correspond  le  système  (0, 1 — v) 
qui  s’en  déduit  par  les  mêmes  changements,  sauf  qu’on  garde 
a"=0  dans  les  deux  cas.  La  démonstration  s’achèvera  donc 
comme  la  précédente. 


§ 2.  Étude  de  la  fonction  Q (s,  c, 

6.  Première  définition  de  Q (s,  c,  j).  Soit  c une  classe  pro- 
prement primitive  de  formes  (positives)  du  déterminant  D,  positif 
ou  négatif.  Choisissons,  dans  cette  classe,  une  forme 

(x,  y)  = ax*  ^bxy  -t-  cy*, 

soumise  aux  conditions  du  n®  1,  et  désignons,  comme  dans  la 
deuxième  partie  du  Mémoire,  par  ^ [n)  les  caractères  de  n 
(mod  M),  le  nombre  M étant  toujours  supposé  pair  et  divisible 
par  D. 

La  fonction  Q(s,  c,^),  analogue  aux  fonctions  Q (s,  c)  des 
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parties  précédentes,  sera  définie  par  la  somme  double 


(iO). 


Q («5  c,  x)  = 


y xK  y) 
À y Y ’ 


où  l’on  donne  à x,  2/  tous  les  systèmes  de  valeurs  enlières  pour 
lesquelles  la  forme  f==:  (x,  y)  est  première  à M.  De  plus,  si  D 
est  positif,  ces  valeurs  doivent  vérifier  les  conditions  connues  : 


2/>  0» 


ax  -i-  by^  - y. 


Il  résulte  de  là  que  Q(s,c, /)  ne  dépend  pas  du  choix  de  la 
forme  /dans  la  classe  c. 


7.  Réduction  de  la  fonction  Q à /a  fonction  ‘HX.  Désignons, 
en  général,  par  a,  p les  systèmes  de  nombres  positifs  < M,  pour 
lesquels 

/ = (-.?) 

est  premier  à M.  To  us  les  systèmes 

j X ==  a -i-  Mm, 

\ y = ^ ^ Mw, 

donneront  (x,  y)  = (a,  (3)  (mod  M).  Ils  rendront  donc  f premier 
à M et  l’on  aura,  en  outre, 

!/)  = xK  P); 

d’où  la  décomposition 

(H).  . . . Q(s,c,x)= 

On  a d’ailleurs 

(a,  P)  = (M  — a,  M — P)  (mod  M) 

(0,  p)  = (0,  M — P)  (mod  M). 

Dans  le  cas  d’un  déterminant  positif,  on  pourra  donc  décom- 
poser Q en  sommes  de  la  manière  suivante  : 

2 X («5  P)  [W  (a,  P,  s)  -4-  qir  (M  — a,  M — p,  s)] 

+ 2x(0.P)[‘W:(0,p,s)  + W(0,M-p,s)]. 
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Il  résulte  de  là,  par  les  ilicorcrnes  des  n"*  3,  4 et  5 : 

Que  si  D est  uu  déterminant  négatif  ( — A),  on  a 

(12) .  . . Q(s, C, /J=— ^ 2 P) 6(s); 

2®  Que  si  D est  positif, 

(13)  Q(s,c,x)  = — 7 2 z(“!p)-*-8(s). 

s— 1 2mVü  ^ ^ 

OÙ  la  somme  ^ s’étend  à toutes  les  combinaisons  a,  (3  et  où  G (s) 
est  une  fonction  entière  dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la  condi- 
tion 0. 

On  conclut  de  là  le  théorème  suivant  : 

8.  Théorème.  La  fonction 

(s  — i)Q(s,  c,7j 

est,  dans  tous  les  cas,  une  fonction  entière  dans  tout  le  plan  s,  qui 
vérifie  la  condition  0. 

9.  Remarque.  Les  caractères  (mod  M)  renferment  en  parti- 

culier les  caractères  (mod  D),  puisque  D divise  M.  Si  ^ est  un 
caractère  bilatéral  (mod  D)  (*),  (m)  a la  même  valeur  ± 1 pour 

tous  les  nombres  premiers  à 2D  et  représeniables  par  la  même 
forme  (**).  Si  l’on  désigne  par  1 le  nombre  des  systèmes  (a,  (5), 


(*)  Nous  appe'ons  caractère  bilatéral  [ambigu  de  Diriclilet,  de  M.  Dedekind) 

UQ  caractère  qui  coïncide  avec  son  opposé.  Un  tel  caractère  est  exclusivement  formé  de 
racines  réelles,  sa  valeur  est  toujours  égale  à zt  1 et  son  carré  est  identique  au  carac- 
tère principal. 

(♦♦)  Si  m et  m>  sont  représentables  par  la  même  forme,  m' admet  une  représentation 
par  une  forme  ayant  m pour  premier  coefficient,  par  exemple 

mx^  ^bxg  ■+■  ci/  = m'  ; 

d’oü,  en  multipliant  par  m, 

[rnx  H-  bij)^  — ^>/  = mm'. 

Donc  le  produit  mm'  est  congru  à un  carré  (mod  D). 

Par  conséquent,  si  x es-t  bilatéral,  %(m?n'j  = d et  Xut)  = x'.m’]. 
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on  aura  donc,  dans  ce  cas  particulier, 

^ 1 tA 

Q (s.  e,  z)  = ± 7 » («). 

ou  bien 

Q (s,c,%)  = ± — î— — log^T  UI/d)  + 9 (s), 
s — 121VPI/D  ^ ^ 

de  sorte  que  la  fonction  a toujours  un  pôle  pour  s = i,  si  ^ est 
un  caractère  bilatéral  (mod  D). 

Il  sera  démontré  plus  loin  (n°  24)  qu’elle  n’a  de  pôle  que  dans 
ce  cas,  de  sorte  que  (a,  (3)  est  toujours  nulle,  sauf  si  ^ est  un 
caractère  bilatéral  (mod  D).  Un  des  principaux  avantages  de  la 
méthode  que  nous  exposons  est  de  nous  dispenser  d’élablir  ce 
résultat  directement. 


§ 3.  Étude  de  la  fonction  L(s,  k,  yf) 

10.  Nous  avons  raisonné,  dans  les  deux  parties  précédentes 
du  Mémoire,  sur  l’identité 


h 


OÙ  T est  égal  au  nombre  des  solutions  de  l’équation  de  Pell  dans 
le  cas  d’un  déterminant  négatif,  et  à un  dans  le  cas  d’un  déter- 
minant positif. 

Si  l’on  remplace  au  second  membre  les  nombres  et  q"* 
par  se  restreint  aux  nombres  premiers 

à M,  il  faudra  remplacer  au  premier  membre,  dans  chacune  des 
fonctions  Q(s,  c.)  = Dm'*,  les  termes  m~*  (qui  proviennent  tous 
d’un  produit  de  facteurs  et  par^(w)m“*. 

On  obtiendra  ainsi  l’identité 

2 * ('■•)  ^ (*> 

•=i 

I 1 
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Posons,  en  abrégé,  par  analogie  avec  la  fonction  P (s). 


(14).  . . 


P(S,  x)  = rn 

P 


1 


et  définissons,  pour  toute  valeur  de  s,  la  fonction  L(s,  Æ,  par 
la  formule 


on  aura,  pour  <îH.(s)  > 1, 


(16) 


L(s,A',x)  = P{s,z)n 

? 


1 

[1  — </-'z  W)  /f(c,)][l  — 9“’z(î)  A:(c-‘)] 


11,  Propriétés  des  fonctions  L(s,  k,  ^).  Ces  fonctions  corres- 
pondent exactement  aux  fonctions  L (s,  k)  des  parties  précédentes. 

Leur  définition  par  la  formule  (15)  montre  qu’elles  ne  peuvent 
avoir  que  le  seul  pôle  s = 1 et  que,  si  ce  point  n’est  pas  un 
pôle,  les  fonctions  vérifient  la  condition  0. 

Les  seules  propriétés  que  nous  utiliserons  au  chapitre  qui  suit 
sont  les  suivantes  : 

1®  Dans  tons  les  cas,  la  fonction 


(s  — l)L(s,  k,  x) 


est  une  fonction  entière  dans  tout  le  plan  qui  vérifie  la  condition  0 ; 

2®  La  fonction  L (s,  k,  /)  ne  change  pas  par  la  permutation 
de  k en  k“*; 

3®  La  fonction  L (s,  ko,^o)»  correspond  aux  deux  caractères 
principaux,  a un  pôle  simple  pour  s = 1 . 

La  première  et  la  troisième  propriétés  résultent  de  la  for- 
mule (15)  et  des  propriétés  de  la  fonction  Q;  la  seconde  résulte 
de  la  formule  (16)  et  des  relations 


Æ-‘(c,)  = A(c7‘),  k-\c-*)  = k{c,). 
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CHAPITRE  H. 

Infinité  des  nombres  premiers  qui  sont  a la  fois  d’une  forme  linéaire 
ET  d’une  forme  quadratique 


§ 1 . Bestrictions  que  comporte  la  question 

12.  Restrictions  dans  le  choix  de  la  progression.  Dans  les  par- 
ties précédentes  du  Mémoire,  nous  avons  éliminé  systématique- 
ment tout  ce  qui  a rapport  à la  loi  de  réciprocité  de  Legendre, 
parce  que  cette  loi  n’intervenait  qu’artificiellement  dans  la 
question.  Au  point  où  nous  en  sommes  arrivés,  il  n’en  est  plus 
de  même,  mais  cette  loi  ne  doit  servir  d’appui  qu’à  quelques 
remarques  extrêmement  simfiles. 

Nous  avons  à déterminersi  la  progression  arithmétique  Mac-t-N 
peut  renfermer  des  nombres  premiers  représenlables  par  une 
forme  quadratique  du  déterminant  D.  Pour  traiter  la  question 
sous  sa  forme  la  plus  générale,  nous  supposerons  que  M est  un 
multiple  de  D et  de  4. 

Il  y a ç(M)  progressions  différentes  de  raison  M renfermant 
des  nombres  premiers,  mais  la  moitié  sont  à éliminer,  de  prime 
abord,  comme  ne  contenant  aucun  nombre  représentable  par 
des  formes  du  déterminant  D.  En  effet,  pour  qu’un  nombre 
premier  à 2D,  soit  représentabic  par  une  forme  du  déterrninantD, 
il  faut  que  D soit  résidu  quadratrique  de  m.  Il  est  nécessaire 
pour  cela  que  le  symbole  de  Jacobi  soit  égale  à (h-  I). 
Cette  condition  devient  même  sufïisanle  quand  m est  un  nombre 
premier.  Or,  pour  tout  nombre  appartenant  à une  progres- 
sion déterminée, 

m = Mx  -r-  N = N (niod  D et  mod  4j, 

on  a,  par  la  loi  de  réciprocité  et  les  propriétés  bien  connues  du 
symbole  de  Jacobi, 
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Donc  les  seules  progressions  Mæ  N qui  puissent  contenir 
des  nombres  représenlables  par  des  formes  du  déterminant  D, 
sont  celles  pour  lesquelles 


Dans  la  suite,  nous  nous  bornerons  aux  seules  valeurs  de  N 
qui  vérifient  cette  condition,  tandis  que  nous  désignerons  par  N' 
celles  pour  lesquelles 


13.  Restrictions  dans  le  choix  des  classes.  Après  la  restriction 
précédente,  tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  Mæ  h-  j\ 
sont  aussi  représenlables  par  des  formes  du  déterminant  D,  mais 
ces  représentations  ne  se  font  pas  par  des  classes  quelconques*. 

On  sait  que,  quand  deux  nombres  m et  m',  premiers  à 2D, 
sont  représenlables  par  la  même  forme,  leur  produit  mm'  est 
résidu  quadratique  de  D (*),  c’est-à-dire  que  l’on  peut  vérifier 
la  congruence 

mm'  = (mod  D). 

On  est  convenu,  avec  Gauss,  de  dire  que  deux  classes  c et  c' 
sont  du  même  genre  quand  les  nombres  m et  m'  qu’elles  repré- 
sentent respectivement  vérifient  cette  condition. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  les  nombres  de  la  progression 
Mac  -h  N ne  peuvent  être  représentés  que  par  des  formes  du 
même  genre,  car,  M étant  multiple  de  D,  on  a,  quels  que  soient 
X et  x\ 

(Mx  -H  N)  (Mx'  N)  = (mod  D). 

Pour  abréger  le  discours,  nous  dirons  que  ces  formes  sont  du 
genre  (N). 

La  démonstration  que  nous  devons  faire  se  réduit  ainsi  à 
établir  que  toute  classe  du  genre  (N)  peut  représenter  une  infi- 
nité de  nombres  premiers  de  la  forme  Ma;  h-  N. 


(♦)  Voir  la  note  au  u®  9 
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14.  Remarques,  ï.  Pour  tous  les  nombres  m premiers  à 2D, 
représentables  par  les  classes  du  même  genre,  les  caractères  bila- 
téraux ^ (m,  mod  D)  ont  la  même  valeur  (voir  n®  9). 

II.  Les  classes  qui  peuvent  représenter  des  nombres  congrus 
à un  carré  (mod  D)  sont  dites  du  genre  principal.  On  démontre, 
dans  la  théorie  des  genres,  que  celles-là  sont  toujours  formées 
par  duplication, 

III.  Le  nombre  des  genres  dépend  uniquement  des  facteurs 
premiers  impairs  de  D et  de  la  puissance  de  2 qui  divise  D;  ce 
nombre  est  égal  à la  moitié  du  nombre  des  caractères  bilatéraux 
(mod  D). 

IV.  Si  g.  désigne  le  nombre  des  classes  fondamentales  qui 
appartiennent  à des  exposants  impairs,  le  nombre  des  genres  est 
égal  à 2^“  (*)  et  ce  nombre  est  aussi  celui  des  caractères  bilaté- 
raux k.  Donc  le  nombre  des  caractères  de  classes  qui  sont  bila- 
téraux est  égal  à celui  des  genres. 


§ 2.  Aucune  fonction  L (s,  k,  ne  s'" annule  pour  s ==  1 


15.  Démonstration  d'une  équation  fondamentale.  Multiplions 
l’équation  (16)  du  n®  10  par  {s  — I),  faisons  tendre  s vers 
Punité  et  passons  à la  limite;  il  viendra,  en  négligeant  des 
termes  qui  sont  nuis, 


(I) 


k{Cq)-\-k[Cq  *) 

r 


Iq  = — lim  (s — 1) 

5=1 


L’(g,  k.  x) 
L (s,  k^  yf) 


Le  second  membre  est  égal  à 0,  -4-  I ou  — 1,  suivant  que 
s=l  est  un  point  ordinaire,  un  pôle  ou  un  zéro  (nécessaire- 
ment simples)  de  L (s,  k,  j). 

16.  Transformation  de  cette  équation.  Désignons,  en  général, 
par  nombres  premiers  de  la  forme  linéaire  Mæ  -f-  N et 


(•)  Voir,  sur  ce  point,  la  Zahlentheorie  de  M.  P.  Bachmann  (l‘'e  partie)  ou  nos  Recher- 
ches arithmétiques  sur  la  composition  des  formes  (MÉMOIRES  iN-8®  de  l’Académie 
ROYALE  DE  BELGIQUE,  4896). 
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d’une  forme  quadratique  de  la  classe  c du  genre  (N).  La  somme 
au  premier  membre  de  l’équation  (1)  ne  diffère  que  par  l’ordre 
des  termes  de  la  suivante  : 


(2). 


e k{c^)  X (N)  lim  {s  — 1) 


dans  laquelle  e = 1 ou  2 selon  que  c est  bilatéral  ou  non,  et  où 
la  somme  S,  s’étend  à toutes  les  combinaisons  (c,  N),  lesquelles 
sont  en  nombre  limité.  On  tire  de  là,  par  (1)  : 


(3)  2 


X (N)  Ijm  (s  — 1 ) 


OU  — i , 


suivant  que  s = 1 est  un  point  ordinaire,  un  pôle  ou  un  zéro 
de  L(s, /:,  ^).  En  particulier,  s=l  étant  un  pôle  dans  le  cas 
des  caractères  principaux,  on  a 


(4).  . . 


17.  Deux  conséquences  préliminaires.  En  supposant  s réel 
et  >1,  on  tire  de  la  comparaison  des  équations  (3)  et  (4)  les 
conclusions  suivantes  : 

lo  Si  5 = j est  un  pôle  de  L (s,  /{,  la  somme  S,  du  pre- 
mier membre  de  l’équation  (3)  est  égale  à la  somme  des  modules 
de  chacun  de  ses  termes.  Donc  chaque  terme  séparément  est 
égal  à son  module,  ce  qui  exige  qu’on  ait,  pour  chaque  combi- 
naison (c,  N),  respectivement  ; 

/c(c)x(N)  = 1,  sauf  si  lim  (s — 

7 7c,  N 

2®  Si  s ==  1 est  un  zéro  de  L (s.  A’,  ^),  cette  même  somme  53, 
est  égale  en  signe  contraire  à la  somme  des  modules  de  chacun 
de  ses  termes.  Donc  la  même  relation  a lieu  pour  chaque  terme 
séparément,  ce  qui  exige  qu’on  ait  pour  chaque  combinaison 
(c,  N)  respectivement  : 

A(c)x(N)  = — 1,  sauf  si  lim  (s  — = 

*=*  q 9*.  N 


18,  Lemme  I.  Le  groupe  des  fondions  L (s,  k,  y)  du  même 
caradère  k ne  peut  présenter  en  même  temps  des  pôles  et  des 
zéros  pour  s = i.  £n  d'autres  termes,  il  est  impossible  que  deux 
fondions  L (s,  k,  y)  formées  avec  le  même  caradère  k aient  Vune 
un  pôle  et  l’autre  un  zéro  pour  s = 1 . 

Si  Ton  remarque  que  tous  les  nombres  premiers  de  la  forme 
Mac  -f-  1 sont  représenlables  par  des  formes  du  déterminant  D 
et  que  l’on  a (2“  partie,  n°  69) 


lim  (s  — ^ ’ 

^ If  q\  ? (M) 

on  doit  admettre  qu’il  existe  au  moins  une  classe  c pour  laquelle 

q 7c,  1 

Appliquons  successivement  les  deux  conséquences  du  numéro 
précédent.  11  viendra,  pour  cette  classe  c et  pour  un  caractère  ^ 
arbitraire  (car  x(0  ^ ^ lO  • 

i°)  k(c)  = \,  si  L (s, /c,  x)  a un  pôle; 

20)  k(c)= — ^ 4 , si  L (s,  k,  x)  a un  zéro, 

et  ces  deux  conséquences  s’excluent  pour  un  même  caractère  k. 


19.  Lemme  II.  Le  groupe  des  fonctions  L (s,  k,  y)  du  même 
caractère  y ne  peut  présenter  en  même  temps  des  pôles  et  des  zéros 
pour  s = 1 . 

Désignons  par  q^^  les  nombres  représentables  par  la  classe 
principale  c®  qui  est  bilatérale  ; on  a,  comme  on  le  sait  (3°  partie, 
n®  25)  ; 


Donc  il  existe  au  moins  une  forme  Mac  + N pour  laquelle 


— 19  — 


On  aura,  pour  ce  nombre  N et  pour  un  caractère  k arbitraire 
(car  k{c^)  = \ quel  que  soit  k)  : 

1^)  = si  L (5,  Æ,  x)  a un  pôle  ; 

2®)  (N)  = — I , si  L (s,  k,  x)  a un  zéro, 

et  ces  deux  conclusions  s’excluent  pour  un  même  caractère 


20.  Le.\ime  III.  Le  groupe  des  fonctions  L (s,  k,  du  même 
caractère  x présenter  qu'un  seul  pôle  ou  un  seul  zéro 

pour  s = 1 et,  dans  ce  cas,  la  fonction  qui  s'annule  ou  qui  a un 
pôle  est  formée  avec  un  caractère  k bilatéral. 

Additionnons  membre  à membre  toutes  les  équations  qui  se 
déduisent  de  l’équation  (1)  du  n®  15  par  la  variation  du  seul 
caractère  k.  11  ne  subsistera  au  premier  membre  que  les  nombres 
premiers  q^^  représentables  par  la  classe  principale,  et  l’on  aura 
l’équation 


2/i  lim  (,s 

4=1 


(Iffi  S=* 


1)8 

k 


l'(s,k,x) 

b (S,  k,  /J 


Le  premier  membre,  où  l’on  peut  supposer  s réel  et  > 1,  ne 
peut  surpasser  en  valeur  absolue  la  somme  des  modules  de  ses 
termes,  qui  est 

2/iIim(4  — 1)^  1. 

>=•  , «/.O 


Les  zéros  et  les  pôles  s’excluant  (n°  19),  le  second  membre 
est  égal,  au  signe  près,  au  nombre  des  fonctions  successives 
L (s,  k,  y)  qui  ont  un  zéro  ou  un  pôle  pour  = 1 quand  on 
donne  successivement  à k toutes  ses  valeurs.  11  ne  peut  donc 
y en  avoir  qu’une  seule  et,  si  elle  existe,  elle  correspond  à un 
caractère  k bilatéral,  sans  quoi  deux  fonctions  successives  mais 
égales  L (s,  k,  y)  et  L (s,  k~\  y)  auraient  un  zéro  ou  un  pôle 
pour  s ==  1 . 


21.  Théorème.  Aucune  fonction  L (s,  k,  )()  ne  s'annule  pour 
s — 1.  Celles  qui  ont  un  pôle  sont  formées  avec  un  caractère  k 
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bilatéral  et  à tout  caractère  k bilatéral  correspondent  deux  carao- 
tères  X Gl  X'  seulement  pour  lesquels  L (s,  k,  a un  pôle 

pour  s t=  1. 

Additionnons  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  (1)  par 
la  variation  du  seul  caractère  11  ne  subsistera  dans  la 
somme  du  premier  membre  que  les  nombres  premiers  de  la 
forme  Mæ  -f-  i et  Ton  aura 


(s,  k,  X) 


En  vertu  du  lemme  III,  L (s,  A:,  x)  n’a  de  zéro  ou  de  pôle  que 
si  k est  bilatéral.  Supposons  donc  que  k soit  un  caractère  bila- 
téral; on  aura  pour  tous  les  nombres  q/^  de  la  forme  Mæ  -4-  \ 


k(c^)  = k(c-')==\, 


car  Cg  et  c~*  sont  des  classes  du  genre  principal,  et  par  conséquent 
formées  par  duplication.  Le  premier  membre  de  l’équation  se 
réduit  donc  à 


7 9' 


en  vertu  des  conclusions  de  la  seconde  partie  (n®  69).  Il  y a par 
conséquent,  au  second  membre,  puisque  les  zéros  et  les  pôles 
s’excluent,  deux  fonctions  seulement  L(s,k,y)  et  L(Sfk,y') 
qui  ont  un  pôle  pour  s = 1 et  aucune  n’a  de  zéro.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

§ 3.  Détermination  des  fonctions  L (s,  k,  y)  qui  ont  un  pôle 

22.  Théorème.  Étant  donné  un  caractère  k bilatéral^  les  deux 
caractères  y et  yf  pour  lesquels  L(s,k,  )()  a un  pôle  sont  des 
caractères  bilatéraux  (mod  D). 

Soit  d’abord  N un  nombre  pour  lequel  = Multiplions 
l’équation  (1)  par  x(^)  et  sommons  par  rapporta  tous  les  carac- 
tères bilatéraux  (mod  D),  qui  sont  tous  compris  au  nombre  des 
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caractères  (mod  M)  puisque  D divise  M.  La  somme  accentuée, 

8x(^N), 

% 

étendue  à ces  caractères  bilatéraux  (mod  D)  sera  nulle,  sauf  pour 
les  nombres  q'  dont  le  produit  çN  est  résidu  quadratique  de  D, 
c’est-à-dire  ceux  qui  sont  représentables  par  les  formes  du 
genre  (N)  (en  particulier,  tous  ceux  de  la  forme  Mac  n-  N). 

Si  l’on  suppose  que  k soit  bilatéral,  le  caractère  k{c)  conserve 
la  même  valeur  pour  toutes  les  classes  du  genre  (N),  que  nous 
désignerons  en  général  par  Cj,,  car  elles  dérivent  toutes  de  la 
combinaison  de  l’une  d’elles  avec  des  classes  du  genre  prin- 
cipal qui  sont  formées  par  duplication. 

Il  vient  donc,  en  désignant  par  g le  nombre  des  genres  et 
en  général  par  2^/  le  nombre  des  caractères  bilatéraux  (mod  D), 
qui  est  égal  au  double  du  nombre  des  genres, 

(3).  . . .2(23)A(c»)Iim(s-l)2^  = 8"x(N), 

OÙ  la  somme  8''  du  second  membre  s’étend  aux  caractères  bila- 
téraux Y (mod  D)  pour  lesquels  L (s,  Æ,  a un  pôle  et  dont  il 
existe  au  plus  deux  pour  un  même  k. 

Si  l’on  désigne  maintenant  par  N'  un  nombre  pour  lequel 
= — 1 et  si  l’on  remplace  N par  N'  dans  le  calcul  que  nous 
venons  de  faire,  le  premier  membre  de  l’équation  (5)  sera  rem- 
placé par  zéro  car  le  genre  (N  ) n’existe  pas,  et  l’on  aura 

(6) 0 = 8"  X (N'). 


En  vertu  de  (5),  la  somme  8"  renferme  au  moins  un  terme, 
car  le  premier  membre  de  (5)  ne  peut  être  nul;  en  vertu  de  (6), 
il  en  renferme  au  moins  deux,  sans  quoi  le  second  membre  de 
(6)  ne  pourrait  être  nul. 

Si  k est  bilatéral,  il  y a donc  au  moins  deux  caractères  bila- 
téraux ^ et  x'  (mod  D)  pour  lesquels  L (5,  k,  j)  et  L (s,  â:,  ^') 
ont  un  pôle.  Il  ne  peut  y en  avoir  d’autres,  même  (mod  M),  en 
vertu  de  21.  Donc  le  théorème  est  démontré. 
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23.  Théorème.  A tout  caractère  bilatéral  {moà  D)  corres- 
pond un  caractère  bilatéral  k pour  lequel  L (s,  k,  y)  a un  pôle. 

Bornons-nous  à la  considération  des  caractères  bilatéraux.  On 
sait  que  le  nombre  des  genres  est  alors  égal  au  nombre  des  carac- 
tères de  classes  et  à la  moitié  des  caractères  (mod  D).  Donc  le 
nombre  des  caractères  k est  la  moitié  de  celui  des  caractères 
y (mod  D).  A tout  caractère  k correspondent  deux  caractères  y^ 
pour  lesquels  L (s,Â:,  y)  a un  pôle  (n®  22),  et  à un  caractère  y 
ne  peut  correspondre  qu’un  seul  caractère  k (n®  20).  Donc  la 
série  des  fonctions  qui  ont  un  pôle  épuise  la  série  des  caractères 
k et  sont  bilatéraux. 

\ 

24.  Corollaire.  La  fonction  Q (s,  c,  /)  a un  pôle  si  y est  un 
caractère  bilatéral  (mod  D)  et  n’en  a un  que  dans  ce  cas. 

La  première  partie  a été  établie  au  n®  9.  Pour  prouver  la 
seconde,  multiplions  par  k(c')~^  l’équation  suivante  : 

h 

L (s,  k,  x)  = 2 (c<)  Q (s.  ‘■i.  /•).  • 

»=1 

et  sommons  par  rapport  aux  caractères  /c;  il  viendra,  en  interver- 
tissant l’ordre  des  deux  membres, 

e/^Q  (s,  c,  /J  = 8 ^ (c)”‘  L (s,  k,  x) 

h 

et  le  second  membre  ne  peut  avoir  de  pôles  que  si  ^ est  un 
caractère  bilatéral  (mod  D),  comme  on  l’a  vu  au  n®  22. 


§ 4,  Infinité  des  nombres  premiers  q^^N 


25.  Revenons  à l’équation  (i)  du  paragraphe  précédent, 
savoir 


(1)  lim(i— 1)  2z(9) 

.V=l  ç 


k(c^)^  k(c-*) 

r 


lq=^ — lim(s — 1) 

«=i 


L'{s,k,x)_ 

L(s,  k,x)’ 


multiplions-la  par  x (^)  ' sommons  par  rapport  à tous  les 
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caractères  y \ il  ne  subsistera  au  premier  membre  que  les  nom- 
bres premiers  de  la  forme  Mæ  4-  N et  Ton  trouvera  : 

Si  k est  un  caractère  non  bilatéral,  auquel  cas  aucune 
fonction  L (s,  k,  y)  n’a  de  pôles  au  second  membre  (n®  21)  : 

(2*).  . . y (M)lini  (s  — 1)  /£(cr‘)]%  = 0; 

^=1  q qti 

2®  Si  k est  un  caractère  bilatéral,  auquel  cas  deux  fonctions 
b.  («,  k,  y)  et  L (s,  /:,  y')  ont  un  pôle  (n®  21)  : 

(2‘)  y(M)  lim  (s-1)  ^ = /.(«)-'  + /:(N)-‘. 

*=*  q 

Mais  k étant  bilatéral,  k (c)  conserve  la  même  valeur  pour 
toutes  les  classes  du  genre  (N),  que  nous  représenterons  en 
général  par  on  a donc  dans  la  dernière  équation 

k (c,)  = k (c7*)  = k (Os) 

et  réquation  elle^méme  devient 

(cs)  y (M)  Ht»  (s  _ 1 ) 2 = Z (Nr*  + z'  (N)-‘. 

^=1 

On  en  déduit  par  les  théorèmes  de  la  seconde  partie  (n®  69) 
et  en  se  rappelant  que  y et  y'  sont  bilatéraux  (n®  22), 

(c,)  ==  X (N)-*  /;  (N)-*  = Z {^)  + /;  (N). 

Donc,  puisque  tous  ces  caractères  sont  égaux  à dt  1, 

(3) x(N)  = 7:(N)  = /^(c„). 

26.  Soit  maintenant  c une  classe  du  genre  (N);  multiplions 
les  équations  (2)  du  numéro  précédent  par/c(c)“‘  et  sommons 
par  rapport  à tous  les  caractères  k;  il  viendra 

eh  y (M)  lit»  (s-1  ) 2 %-  = 8 (c)-  [z  (N)-'  + z'  (N)-'], 

*='  q 9c,  N ^ 

relation  dans  laquelle  e«==  2 ou  1 suivant  que  la  classe  c est  ou 
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n’est  pas  bilatérale,  et  où  la  somme  du  second  membre  s’étend 
à tous  les  caractères  k bilatéraux.  On  remarquera  que  les  deux 
caractères  ^ et  x'  au  second  membre  de  cette  équation  dépen- 
dent de  k et  sont  les  deux  caractères  bilatéraux  pour  lesquels 
L (s,  A:,  a un  pôle.  Donc,  en  vertu  des  relations  (3),  chaque 
terme  du  second  membre  est  égal  à 2;  le  nombre  des  termes 
est  égal  à celui  des  caractères  k bilatéraux,  c’est-à-dire  à celui 
des  genres  et,  par  conséquent,  en  désignant  par  g le  nombre  des 
genres,  il  vient 

(4) e/î5.(M)lim(s— 1)2 

"=*  q 9c,  N 

Cette  équation  prouve  qu’il  existe  une  infinité  de  nombres 
d’une  forme  linéaire  Mx  -i-  N et  en  même  temps  d’une  forme 
quadratique  de  la  classe  c du  genre  (N).  La  fréquence  de  ces 
nombres  est  la  même  pour  toutes  les  classes  c bilatérales,  la 
même  aussi  pour  toutes  les  classes  c non  bilatérales,  mais  elle 
est  moitié  moindre  dans  le  premier  cas  que  dans  le  second.  Ce 
résultat  va  se  préciser  encore  au  chapitre  suivant. 


CHAPITRE  III 


LOIS  ASYMPTOTIQUES 

27.  Théorème.  Aucune  des  fonctions  L (s,  k,  j)  n'a  de  racines 
de  la  forme  1 -t-  (3i. 

Considérons  l’expression 


— lim  (s — 1 — pi) 


V (S,  k,  x) 
I {s,  k,  x) 


lim  (s— 1)2  X(9) 

*=*  J 


— 


elle  est  égale  à zéro  ou  à (—  suivant  que  s ==  1 -h  ^i  est  un 
point  ordinaire  ou  un  zéro  de  degré  X de  L (s,  k,  y). 

Additionnons  toutes  les  équations  qui  se  déduisent  de  la  pré- 
cédente par  la  variation  du  caractère  k seul.  11  ne  subsistera  au 
second  membre  que  les  nombres  premiers  q^o  représentables  par 
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la  classe  principale.  On  trouvera  donc 

(1)  — 2 ^ ~ 2 X 

‘ q H CO 

OÙ  1,1  est  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  des  zéros  (1  -h  p^) 
pour  les  fonctions  qui  se  déduisent  successivement  de  L(s, 
par  la  permutation  de  k.  La  somme  du  second  membre,  où  Ton 
peut  supposer  s réel  et  >1,  ne  peut  surpasser  la  somme  des 
modules  de  ses  termes  : 

(2)  2/iIim(s  — — =1, 

q (jcO 

et,  par  conséquent,  une  seule  au  plus  des  fonctions  L (s,  4:, 
s’annule  dans  la  série  considérée  et  elle  n’a,  dans  ce  cas,  qu’un 
zéro  simple.  Enfin,  si  cette  fonction  existe,  elle  doit  être  formée 
avec  un  caractère  k bilatéral,  sans  quoi,  les  deux  fonctions  iden- 
tiques L (s,  k,  y)  et  L (s,  k~\  y)  s’annulant  ensemble,  deux  fonc- 
tions s’annuleraient  dans  la  série  que  l’on  considère. 

Montrons  maintenant  que  ces  dernières  hypothèses  elles- 
mêmes  sont  impossibles.  Pour  cela,  ajoutons  ensemble  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  en  faisant  SA  = 1 dans  la  première  et  en  y inter- 
vertissant Tordre  des  deux  membres;  supposons  s réel  et  négli- 
geons la  partie  imaginaire  ; il  viendra,  en  se  rappelant  que  y (q) 
est  toujours  réel  pour  un  caractère  bilatéral, 

2/i  lim  (s  — 'l  ) 2 (^)  ^ = 0. 

*=‘  q q% 

Tous  les  termes  sont  positifs;  en  les  multipliant  respectivement 
par  1 — y{q)  cos  jSlq,  qui  est  compris  entre  0 et  2,  et  en  obser- 
vant que 

2 [1  -I-  X (9)  cos  plq]  [1  — X (7)  cos  plq]  = 4 — cos  2p/(/, 
on  trouvera  aussi 

2/i  lim  (5  — 'l  ) 2 -—cos  ^plq)  ^ = 0 . 

"=*  q qU 

Mais  cette  équation  est  impossible,  car  si  Ton  change  (3  en  2^ 
et  y en  yQ  dans  les  équations  (1)  et  (2),  et  si  Ton  soustrait  ces 
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équalions  Tune  de  l’aulre,  après  avoir  inierverli  Tordre  des 
deux  membres  de  la  première,  on  trouve,  en  négligeant  la  partie 
imaginaire, 


Le  second  membre  est  égal  à un  ou  à deux  suivant  que 
s = j 4-  2(3î  est  un  point  ordinaire  ou  un  zéro  pour  une  des 
fonctions  L (s.  A:, /q),  mais  il  ne  peut  être  nul.  Donc,  etc. 

28.  Nous  avons  maintenant  étendu  aux  fonctions  L(s, 
toutes  les  propriétés  des  fonctions  L(s,  A:)  et  Z (s,  sur 
lesquelles  repose  Tanalyse  complémentaire  des  parties  précé- 
dentes du  Mémoire.  Cette  analyse  s’étend  donc  aussi  au  cas 
actuel.  Nous  nous  contenterons  d’en  indiquer  les  conclusions 
qui  se  déduisent  par  analogie  à simple  vue  de  la  formule  (4) 
qui  termine  le  chapitre  précédent. 

Soient  h le  nombre  des  classes  (positives)  proprement, primi- 
tives, g le  nombre  des  genres  et,  par  conséquent,  ^ le  nombre 
des  classes  d’un  même  genre;  désignons  par  ^ les  nombres 
premiers  de  la  forme  linéaire  Mæ  -h  N et  d’une  forme  quadra- 
tique de  la  classe  c du  genre  (N).  On  a les  théorèmes  suivants  : 

1®  Uexpression 


où  la  somme  s’étend  aux  nombres  q,.  „ qui  sont  < y et  où  e est 
égal  à ^ ou  à \ selon  que  la  classe  c est  ou  n’est  pas  bilatérale, 
a pour  limite  limité  quand  y tend  vers  l’infini. 

2®  Le  nombre  des  nombres  premiers  q^.i,  qui  sont  < y peut  se 
représenter  par  Vexpression 


2 y 


“ — > 


où  £ est  infiniment  petit  pour  y infiniment  grand. 


'.y.  , 
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